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一类离散时间切换系统鲁棒控制器设计
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摘　要 : 考虑一类非线性离散时间切换系统的鲁棒二次镇定和渐近镇定问题.利用公共李亚普诺夫函数方法和多李

亚普诺夫函数方法 ,分别设计了切换系统鲁棒状态反馈控制器和输出反馈控制器 ,保证了切换系统的二次稳定性和

渐近稳定性.仿真结果验证了所提出算法的有效性.
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1　引　　言
　　在实际控制问题的研究中 ,往往由于物理条件

的限制使得控制器的选择受到约束 ,例如控制行为

必须在一组 (有限的)给定控制器之间进行切换[1 ] .

典型切换系统的例子有 :自动传输系统[2 ]、计算机

磁盘驱动器[3 ]、熔炉的开关控制[4 ]等.近年来 ,在理

论上开展了切换控制系统的专题讨论[5 ] .切换系统

主要出现在以下两种情况中 :1)动态系统在结构和

参数上出现急剧变化[6 ] ;2)利用切换控制器来控制

连续系统[7 ] .选择切换控制而不是连续控制的主要

原因 ,是应用切换控制器能够获得更好的性能[6 ] .

　　稳定性是系统正常工作的先决条件.文献[ 8 ]假

设标称系统存在一个公共李亚普诺夫函数 ,给出了

一类连续时间不确定线性切换系统渐近镇定的充分

条件.文献[ 9 ]研究了一类离散时间切换线性系统稳

定控制器设计 ,但假设给定系统是确定性系统.文献

[ 10 ]研究了一类非切换系统的离散时间鲁棒镇定问

题.

　　本文考虑一类不确定离散时间切换系统的鲁棒

状态反馈镇定和输出反馈镇定问题. 通过构造公共

李亚普诺夫函数 , 给出了在任意切换机制下 ,离散

时间切换系统二次镇定和渐近镇定的充分条件 .另
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外 ,基于多李亚普诺夫函数方法 ,设计了相应的切
换策略 ,保证了切换系统的渐近稳定性.

2　问题描述
　　考虑如下非线性离散时间切换混杂系统 :

x ( k + 1) = Aσx ( k) + Bσu ( k) +ησ( x ( k) ) ,

y ( k) = Cσx ( k) .

(1)

其中 : x ∈ R n , u ∈ R p , y ∈ R q ; Aσ, Bσ, Cσ为具有
适当维数的矩阵 ;ησ( x ( k) ) 为系统的扰动或未知的
非线性向量 ;σ( k) : Z+→ m = { 1 , ⋯, m } 为系统的
切换函数.

　　定义 1[1 ]　称对称矩阵集合{ Z1 , ⋯, Zm } 是完

备的 , 若 Π x 0 ∈ R n , ϖ i0 ∈ { 1 , ⋯, m} , 使得

x T
0 Zi

0
x 0 ≤0 ;称对称矩阵集合{ Z1 , ⋯, Zm } 是严格

完备的 ,若 Π x 0 ∈R n/ { 0} , ϖ i0 ∈{ 1 , ⋯, m } ,使得

x T
0 Zi

0
x 0 < 0 .

　　定义 2　给定离散时间切换系统 x ( k + 1) =

f i ( x ( k) ) , f (0) = 0 , i = 1 , ⋯, m .如果存在正定实

对称矩阵 P ,常数γ > 0和相应的切换策略 (某一具
体切换) ,使得对于 V ( x ( k) ) = x T ( k) Px ( k) ,有
　V ( x ( k + 1) ) - V ( x ( k) ) ≤- γ‖x ( k) ‖2 .

(2)

则称给定离散时间切换系统是二次稳定的.

　　由上述定义可知 ,一个离散时间系统是二次稳
定的 ,它必定也是渐近稳定的.为此 ,本文同时考虑
系统 (1) 的二次稳定性和渐近稳定性问题. 对系统
(1) 作如下假设 :

　　假设 1　矩阵对 ( A i , B i) ( i ∈ m) 完全能控.

　　假设 2　不确定项ηi ( x ( k) ) 满足匹配条件 ,即
ηi ( x ( k) ) = B i�ηi ( x ( k) ) , i ∈ m , (3)

并且存在已知常数δi > 0 ,使得下式成立 :

‖�ηi ( x ( k) ) ‖≤δi ‖x ( k) ‖, i ∈ m . (4)

　　另外 ,不妨设ηi ( x (0) ) = 0 , i ∈ m ,以保证原
点为系统的共同平衡点.

3　主要结论
　　定理 1　对于系统 (1) ,在假设 1和假设 2成立
的条件下 ,如果存在矩阵 L i ,对称正定矩阵 P和常
数γ > 0 ,使得下式成立 :

�A T
i P�A i - P + 4δ2

iλmax ( B T
i PB i) I +γI < 0 . (5)

其中 �A i = A i + B iL i , i = 1 , ⋯, m .定义
u i = u i + �u i , u i = L i x ( k) , i ∈ m ; (6)

�u i =

-
δiB

T
i P�A i x ( k)

‖B T
i P�A i x ( k) ‖

‖x ( k) ‖,

　‖B T
i P�A i x ‖≠0 ;

0 , ‖B T
i P�A i x ‖ = 0 , i ∈ m .

(7)

则对于任意切换 ,闭环系统 (1) 和 (6) 二次稳定.

　　证明 　考虑式 (1) 和 (6) 组成的闭环系统
　x ( k + 1) = A i x ( k) + B i u i ( k) +ηi ( x ( k) ) .

(8)

取李亚普诺夫函数

V ( x ( k) ) = x T ( k) Px ( k) . (9)

其中 P为式 (5) 的解矩阵.则由式 (8) 和 (9) 可得
ΔV ( x ( k) ) =

x T ( k + 1) Px ( k + 1) - x T ( k) Px ( k) =

x T ( k) [ �A T
i P�A i - P] x ( k) +

2 x T ( k) �A T
i PB i [ �u i ( k) + �ηi ( x ( k) ) ] +

[ �u i ( k) + �ηi ( x ( k) ) ] T B T
i PB i [ �u i ( k) +

�ηi ( x ( k) ) ]. (10)

由假设 1和假设 2知
2 x T ( k) �A T

i PB i�u i ( k) + 2 x T ( k) �A T
i PB i�ηi ( x ( k) ) ≤

- 2δi ‖B T
i P�A i x ( k) ‖‖x ( k) ‖+

2δi ‖B T
i P�A i x ( k) ‖‖x ( k) ‖ = 0 , (11)

( �u i + �ηi)
T B T

i PB i ( �u i + �ηi) ≤

2λmax ( B T
i PB i) ( ‖�u i ‖

2 + ‖�ηi ‖
2) ≤

4δ2
iλmax ( B T

i PB i) ‖x ( k) ‖2 . (12)

于是 ,由式 (10) ～ (12) 得
ΔV ( x ( k) ) ≤

x T ( k) [ �A T
i P�A i - P] x ( k) +

x T ( k) [4δ2
iλmax ( B T

i PB i) I ] x ( k) <

- γ‖x ( k) ‖2 . (13)

从而由定义 2知 ,对于任意的切换 ,闭环系统是二次
稳定的. □
　　基于完备性概念 ,可得如下定理 :

　　定理2　在假设1和假设2成立的条件下 ,如果
存在 m 个矩阵 L i和对称正定矩阵 P ,使得矩阵集合

　　Zi Χ ( A i + B iL i)
T P( A i + B iL i) - P +

　　　　4δ2
iλmax ( B T

i PB i) I , i ∈ m , (14)

是严格完备的 ,定义状态反馈控制器如式 (6) 和 (7)

所示 ,并定义切换策略
i = arg{ min j x

T Zj x} . (15)

则在切换策略 (15) 下 ,切换系统 (1) 可经状态反馈
(6) 和 (7) 实现渐近稳定.其中函数 arg{·} 表示满足
括号内表达式条件的下标值.

　　证明 　选取李亚普诺夫函数 V ( x ( k) ) =

x T ( k) Px ( k) . 类似于式 (13) 的分析 , 可得
V ( x ( k) ) 沿闭环系统 (8) 轨迹的差分满足
ΔV ( x ( k) ) ≤x T ( k) [ �A T

i PA i - P +

4δ2
iλmax ( B T

i PB i) I ] x ( k) . (16)

于是当系统切换到第 i 个子系统时 ,由矩阵集 Zi 的
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完备性和切换策略 (15) 的定义 ,有ΔV ( x ( k) ) < 0 .

从而系统在给定切换策略下 ,可经状态反馈 (6) 和
(7) 实现渐近镇定. □
　　下面研究切换系统 (1) 的输出反馈镇定问题.

为此作如下假设 :

　　假设 3　不确定项ηi ( x ( k) ) 满足匹配条件

ηi ( x ( k) ) = B iη
1
i ( x ( k) ) , i ∈ m , (17)

并且存在已知常数θi > 0 ,使得下式成立 :

‖η1
i ( x ( k) ) ‖≤θi ‖y ( k) ‖, i ∈ m . (18)

　　假设 4　矩阵对 ( A i , B i) ( i ∈ m ) 是完全能控

的.

　　定理 3　对于系统 (1) ,在假设 3和假设 4成立

的条件下 , 若存在 m个矩阵 Fi和可逆矩阵Q i ,对称
正定矩阵 P以及常数γ > 0 ,使得下式成立 :

B T
i P�A i = Q iCi ,

�A T
i P�A i - P + Hi I +γI < 0 .

(19)

其中

�A i = A i + B i FiCi ,

Hi = 2θ2
iλmax ( B T

i PB i)λmax ( CT
i Ci) [1 +

　　 ‖Q i ‖
2λmax ( Q - 1

i Q - T
i ) ] , i ∈ m .

定义

u i = u1
i + u2

i , u1
i = Fiy ( k) ,

u2
i = - θiQ

- T
i ‖Q i ‖y ( k) , i ∈ m .

(20)

则对于任意切换 ,闭环系统 (1) 和 (20) 二次稳定.

　　证明过程与定理 1类似 ,此略.

4　多李亚普诺夫函数方法研究
　　考虑采用多李亚普诺夫函数方法 ,用于研究非

线性切换系统 (1) 的渐近稳定性问题.这里假定 m

= 2 ,则有

x ( k + 1) = A i x ( k) + B i u ( k) +ηi ( x ( k) ) ,

y ( k) = Ci x ( k) , i = 1 ,2 .

(21)

　　定理4　在假设1和假设2成立的条件下 ,如果

存在矩阵 L 1和 L 2 ,两个 (同时) 非负或 (同时) 非正

实数α1和α2 ,以及两个对称正定矩阵 P1 和 P2 ,使

得下面两个不等式成立 :

- ( A 1 + B 1 L 1) T P1 ( A 1 + B 1 L 1) + P1 -

4δ2
1λmax ( B T

1 P1 B 1) I +α1 ( P2 - P1) > 0 , (22)

- ( A 2 + B 2 L 2) T P2 ( A 2 + B 2 L 2) + P2 -

4δ2
2λmax ( B T

2 P2 B 2) I +α2 ( P1 - P2) > 0 . (23)

定义状态反馈控制器如式 (6) 和 (7) 所示.则存在切

换函数σ( k) : Z+→{ 1 ,2} ,使得闭环切换系统 (6) ,

(7) 和 (21) 是渐近稳定的.

　　证明 　不妨设α1和α2均非负 ,定义

V i ( x ( k) ) = x T ( k) Pi x ( k) ,

σ( k) = arg max{ V i ( x ( k) ) } , i = 1 ,2 .
(24)

由式 (22) 和 (23) 同时成立可得以下结论 :

　　1) 当 x T ( P1 - P2) x ≥0且 x ( k) ≠0时 ,有

x T ( k) [ ( A 1 + B 1 L 1) T P1 ( A 1 + B 1 L 1) -

P1 + 4δ2
1λmax ( B T

1 P1 B 1) I ] x ( k) < 0 .

　　2) 当 x T ( P2 - P1) x ≥0且 x ( k) ≠0时 ,有

x T ( k) [ ( A 2 + B 2 L 2) T P2 ( A 2 + B 2 L 2) -

P2 + 4δ2
2λmax ( B T

2 P2 B 2) I ] x ( k) < 0 .

记
Ω1 = { x ∈ R n | x T ( P1 - P2) x ≥0 , x ≠0} ,

Ω2 = { x ∈ R n | x T ( P2 - P1) x ≥0 , x ≠0} .

则Ω1 ∪Ω2 = R n/ { 0} .对于由式 (6) , (7) 和 (21) 组

成的闭环切换系统 ,当 x ∈Ω1时 ,有
ΔV 1 ( x ( k) ) =

x T ( k + 1) P1 x ( k + 1) - x T ( k) P1 x ( k) ≤

x T ( k) [ �A T
1 P1 �A 1 - P1 +

4δ2
1λmax ( B T

1 P1 B 1) I ] x ( k) .

　　同理 ,当 x ∈Ω2/Ω1时 ,有ΔV 2 ( x ( k) ) < 0 .另

外 ,由切换律 (24) 的定义可知 ,在切换时刻 k j ,有

Vσ( k
j
) ( x ( k j) ) ≤ Vσ( k

j - 1
) ( x ( k) ) .

上式说明 ,在切换时刻 k j ,李亚普诺夫能量函数是单
调不增的.从而由切换系统的多李亚普诺夫函数方

法[11 ,12 ]可知 ,闭环系统 (6) , (7) 和 (21) 是渐近稳定

的.当α1和α2非正时 ,令
σ( k) = arg min{ V i ( x ( k) ) } , i = 1 ,2 .

可得同样结论.综上可知定理 4成立. □
　　类似地 ,对于输出反馈有如下结论 :

　　定理 5　对于系统 (21) ,设假设 3和假设 4成
立 ,并设 C1和 C2为列满秩矩阵.如果存在矩阵 F1

和 F2以及可逆矩阵 Q1和 Q2 ,两个 (同时) 非负或
(同时) 非正的实数ρ1和ρ2以及两个对称正定矩阵
P1和 P2 ,使得下式成立 :

B T
i CT

i PiCi �A i = Q iCi , i = 1 ,2 ;

- �A T
1 CT

1 P1 C1 �A 1 + CT
1 P1 C1 - �H1 I +

ρ1 ( P2 - P1) > 0 ;

- �A T
2 CT

2 P2 C2 �A + CT
2 P2 - �C2 HI +

ρ2 ( P1 - P2) > 0 .

其中

Hi = 2θ2
iλmax ( B T

i CT
i PiCiB i)λmax ( CT

i Ci) ×

[1 + ‖Q i ‖
2λmax ( Q - 1

i Q - T
i ) ] ,

　　�A i = A i + B i Fi Ci , i = 1 ,2 .

定义输出反馈控制器如式 (20) 所示.则存在切换函
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数σ( k) : Z+→{ 1 ,2} , 使得闭环切换系统 (20) 和

(21) 是渐近稳定的.

　　证明略.

5　实例仿真
　　给定如下离散时间切换系统 :

x ( k + 1) = Aσx ( k) + Bσu +ησ( x ( k) ) ,

σ( k) = 1 ,2 .

其中

A 1 =
1 1

0 - 0 . 5
, A 2 =

0 . 5 0

2 3
,

η1 ( x ) =
1
8

x 1
sin ( x 2

1 + x 2
2)

0
, B 1 =

1

0
,

η2 ( x ) =
1
8

x 2

0

cos ( x 2
1 + x 2

2)
, B 2 =

0

1
.

取δ1 =δ2 = 0 . 125 , K1 = [ - 0 . 5　- 1 ] ,γ = 0 . 5 ,

K2 = [ - 2　 - 3 . 5 ].解矩阵不等式 (5) ,得

P =
2 0 . 2

0 . 2 3
.

x T ( k) Px ( k) 为一公共李亚普诺夫函数. 由式 (6)

和 (7) 得

�u1 =

-
1
8

x 1 - 0 . 1 x 2

‖x 1 - 0 . 1 x 2‖
‖x ‖,

　x 1 - 0 . 1 x 2 ≠0 ;

0 , x 1 - 0 . 1 x 2 = 0 .

�u2 =

-
1
8

0 . 1 x 1 - 1 . 5 x 2

‖0 . 1 x 1 - 1 . 5 x 2‖
‖x ‖,

　0 . 1 x 1 - 1 . 5 x 2 ≠0 ;

0 ,0 . 1 x 1 - 1 . 5 x 2 = 0 .

　　取初始状态为 (2 , - 1) T ,图 1和图 2分别为切

换系统迭代计算 20次后 ,系统的状态随时间的变化

曲线以及系统控制量随时间的变化曲线.其中切换

策略为

σ( k) =
1 ,1 ≤ k ≤20且 k可被 3整除 ;

2 ,否则.

6　结 　　论
　　本文考虑一类离散时间切换系统的鲁棒控制问

题. 利用公共李亚普诺夫函数方法和多李亚普诺夫

函数方法 ,分别给出了切换系统鲁棒状态反馈和鲁

棒输出反馈控制器设计 ,保证了切换系统的二次稳

定性和渐近稳定性.仿真结果表明所设计的控制器

是有效的 ,从而为切换系统的鲁棒控制提供了一种

有效的设计方法.

(a) 　x1 的变化曲线

(b) 　x2 的变化曲线

图 1　切换系统状态随时间的变化

图 2　切换系统控制量随时间的变化
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　　　　v1 ( k) = 4sin
v R ( k) v R ( k - 1)

1 + v2
R ( k - 1)

,

　　　　v2 ( k) =

　　　　4sin
v R ( k) v R ( k - 1) v R ( k - 2)

1 + v2
R ( k - 1) + v2

R ( k - 2)
.

　　本文方法的滤波效果如图 5 (a) 所示 ;基于平均

法的 ANFIS滤波效果如图 5 (b) 所示.仿真结果表

明 ,当 v1 ( k) 和 v2 ( k) 为各类噪声时 ,基于加权系数

的 LC的 AFNNS系统去噪效果良好.

(a) 　本文方法的误差信号

(b) 　加权平均法的误差信号

图 5　AFNNS噪声抵消器的误差信号( 2)

5　结 　　论
　　本文针对同一信号源的多传感信号 ,通过自适

应模糊神经网络获取信息融合 LC的加权系数和横

向滤波器的系数 ,以此设计噪声抵消器. AFNNS具

有非线性映射和学习能力 ,可用于噪声信号的非线

性建模 ,达到消除噪声的目的.使用 ANFIS不需反

复实验建立隶属度函数 ,能使去噪的滤波器结构更

加简单.仿真结果表明 ,该自适应噪声抵消器的设计

方法简单易行 ,去噪效果良好 ,是自适应滤波器的一

种有效的方法.
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