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一种快速压缩遗传算法及其仿真研究

李树刚 , 吴智铭 , 庞小红
(上海交通大学 自动化研究所 , 上海 200030)

摘　要 : 给出了压缩遗传算法的模式定理以及收敛性和运算参数的分析 ,并提出一种快速压缩遗传算法 (fc GA) .该

算法用压缩遗传算法 (c GA)运行少量代数得到的概率值及其运行代数组成一个观测样本 ,借助于统计学中的最小二

乘法估算几万代以后的概率值 ,组成新的概率矩阵并根据该矩阵产生新的个体 ,用这些新的个体更新概率矩阵.旅行

商问题 ( TSP)的仿真证明 ,该算法是一种十分高效的遗传算法.
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Abstract : The schema theorem of the c GA (compact genetic algorithm) and the analysis of c GA′s convergence and the pa2
rameters are given. A kind of fast compact genetic algorithm (fc GA) is proposed. With the probability values that the c GA

get in the beginning generations , the probability values in thousands of generations are estimated by the least square ap2
proach. The new probability matrix is composed , from which the new offspring is generated. Based on their fitness the

probability matrix is updated. The simulations on the traveling salesman problem show that this algorithm is of high effi2
ciency.
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1　引　　言
　　在普通遗传算法 ( GA)中 ,要获得满意的运算结

果 ,必须选择合适的交叉点、交叉长度、交叉概率、变

异概率等 ,并且需要较长的运算时间和较大的种群

规模.为克服 GA 的这些缺点 ,人们提出了压缩遗传

算法 (c GA) [1 ,2 ] .该算法的主要思想是根据概率矩阵

来产生个体 ,再根据产生的个体来更新这个概率矩

阵.本文给出了该算法的收敛性分析 ,并给出了算法

的模式定理及对算法参数的定性分析.

　　文献[ 3 ]用 GA在有限几代的运算结果 ,大致估

算了满意解出现的代数.受该文的启示 ,本文提出一

种快速压缩遗传算法 (fc GA) .算法的基本思想是 :

以 c GA运算少量代数产生的概率值及其运行代数

作为样本 ,引入最小二乘法[4 ]来估算几万代之后的

概率值 ,再用这些概率值产生新的个体 ,这样便可加

速 c GA 的收敛过程.旅行商问题 ( TSP)的仿真表

明 ,快速压缩遗传算法具有很高的效率.

2　压缩遗传算法
　　本文以不对称旅行商问题为背景 ,对压缩遗传算

法进行仿真研究. 该算法的编码形式为{ cd
i
} N

i =1 ,其

中 cd
i
表示位置d i ( d i ∈{ 1 , 2 , ⋯, N } )上城市的编
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号.目标是找到一个能走遍所有城市的最短路径 ,并

且各城市只访问一次.

　　对应一个 N2city的旅行商问题 ( TSP ( N ) ) 的

概率矩阵 ,可用一个 N ×N 的矩阵来表示.矩阵的

行和列分别表示城市 1至 N ,矩阵中 i行 j列的元素

pk
ij表示在第 k代产生基因块 ( cicj) 的概率 ,即在城

市 i 之后访问城市 j 的概率.

算法步骤如下 :

　　1) 概率矩阵的初始化 :初始时将矩阵对角线上

的元素赋值为 0 ,其他元素赋值为 0 . 5 .

　　2) 新个体的产生规则 :在每一行中随机找一个

元素 (对角线元素除外) ,并以该元素的值作为选择

概率进行选择.如果没有选中 ,则再找其他的元素 ,

直到选定一个为止.如果找遍一行但没有一个元素

被选中 ,则在该行中随机选择一个元素.将每一行中

选中的元素作为一个基因块 ,并将这些基因块组合

起来组成新的个体.在目标中引入惩罚函数来惩罚

违反约束的个体.

　　3) 概率矩阵的更新 :压缩遗传算法中概率矩阵

根据下式进行更新 :

pk +1
ij =

pk
ij +

1
n

, ( cicj) ∈W ( k) , ( cicj) | L ( k) ;

pk
ij +

1
n

, ( cicj) ∈L ( k) , ( cicj) | W ( k) ;

pk
ij ,otherwise.

(1)

其中 : n是模拟种群的规模 , W ( k) 和 L ( k) 分别是

第 k代产生的最好个体和最差个体.

　　如果 pk +1
ij < 0 ,则 pk +1

ij = 0 ;如果 pk +1
ij > 1 ,则

pk +1
ij = 1 .

3　压缩遗传算法的理论分析
　　算法运行时会导致 pk +1

ij = 0 ,使得算法不能达

到某些状态.由于算法运算的随机性 ,不能保证这些

不能到达的状态中不含有全局最优解 ,也就不能保

证算法收敛于全局最优解.为此 ,对算法进行如下改

进 :

　　1) 保留到当前代为止产生的最好个体 ;

　　2) 在概率矩阵更新中 ,当 pk +1
ij < 5时 , pk +1

ij =

5.这里 5是一个很小的正数 ,本文仿真中取 5 = 0 .

1 .

3 . 1　算法分析定理

　　定理 1　改进的压缩遗传算法收敛于全局最优

解的概率为 1 .

　　证明 　压缩遗传算法的子代状态 (个体及其更

新的概率矩阵) 只与其父代状态有关 ,而与以前各

代无关 ,因此可描述成一个有限的 Markov 链[5 ] :

{ q ( t) , t ≥0} ,这里 q ( t) 是算法运行到 t代时的状

态.用改进的遗传算法构造新的 Markov 链 : q′( t)

= { A ( t) , q ( t) } ,其中 A ( t) 是到当前代为止产生

的最好个体.在改进的压缩遗传算法中 ,概率矩阵的

任何一个元素都大于零 ,即算法可从一种状态向任

意状态转变 (是可达的) ,因此该 Markov链是遍历

的.

　　用 rhl表示算法从状态 h转移到状态 l的概率 ,

并设所有的状态空间 H可分成两大类 :包含最优个

体的状态集合 (用 Hn表示) 和不包含最优个体的状

态集合 (用 H0 表示) . 于是整个状态空间可表示成

H = Hn ∪H0 .算法在 t + 1代处于 1状态的概率为

R l ( t + 1) = ∑
h∈H

R h ( t) rhl , t = 0 ,1 , ⋯. (2)

式 (2) 可写成

R l ( ∞) = ∑
h∈H

R h ( ∞) rhl . (3)

　　由上述描述可知 ,子代个体的产生与时间起点

无关 ,因此 R l ( t) 的稳态概率与其初始状态无关.因

为保存了到当前代为止产生的最好个体 ,所以从状

态 Hn转移到状态 H0的概率为零.由于改进的算法

是可达的 ,算法可以找到全局最优解 ,也就是说 ,稳

态时状态 H中一定含有状态 Hn ,即 rhl = 0 , t →∞,

Π h ∈ H , Π l ∈ H0 .因此 R l ( ∞) = 0 , l ∈ H0 ,即

算法收敛于不含有最优解的状态的概率为 0 .所以

改进的遗传算法收敛于最优解的概率为 1 . □

　　定理 2 (压缩遗传算法的模式定理) 　低阶的优

良模式在后续代中会逐渐增加 ,不良模式在后续代

中会逐渐减少.

　　证明 　在任意代 k ,考虑任意 2 y 阶模式 S h :

3 3 c1 c2 3 3 c3 c4 3 ⋯3 c2 y - 1 c2 y 3 3 . 定义 : 如果

该模式中含有的任何确定的基因块 ( cicj) ∈W ( k) ,

并且 ( cicj) | L ( k) , Π i , j ,则该模式是优良模式 ;

如果 ( cicj) ∈L ( k) ,并且 ( cicj) | W k ,则该模式是

不良模式.定义产生确定的基因块 ( c1 c2) 的事件为

A 1 , ⋯,产生确定的基因块 c2 y - 1 c2 y的事件为 A y .则

产生模式 S h的概率为

P( S h) = P( A 1 ∩ A 2 ∩⋯∩A y) . (4)

式 (4) 可写成

P( S h) = P( A 1) P ( A 2) ⋯P( A y) . (5)

　　由算法运算过程可知 ,产生各基因块的事件是

相互独立的.根据式 (1) ,如果 S h 是优良模式 ,则每
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个确定位置上基因块对应的概率值在后续代中会逐

渐增加到 1 ,这说明式 (5) 右端各项的概率值会逐渐

增大 ,导致 P( S h) 的值也逐渐增大 ,保证了在后续

代中 S h被选择的可能性越来越大 ,因此它在后续代

中会逐渐增加.同理 ,如果 S h是不良模式 ,则 P( S h)

的值会逐渐减小 ,在后续代中 S h被选择的概率越来

越小 ,因此它在后续代中会逐渐减少.

　　由于 P( A i) ≤1 ,1 ≤ i ≤y ,则 y越小式 (5) 的

值越大 ,产生模式 S h 的概率也越大 ,因此它在后续

代中会逐渐增加.综上所述可得出结论 :低阶的优良

模式在后续代中会逐渐增加 ,不良模式在后续代中

会逐渐减少. □

3 . 2　对参数 s和 n的分析

　　通常 ,选择压力 s (每一代产生的个体数目) 对

算法的效率影响不大.大量的仿真实验表明 ,该值一

般选在[2 ,16 ]之间.

　　由概率更新式 (1) 可以看出 ,在每一代中得到

的优良模式对应的概率会至少增加 1/ n ;同理 ,不良

模式对应的概率会至少减少 1/ n . 如果 n 选得很

小 ,优良模式所对应的概率会很快增加到 1 ,不良模

式所对应的概率会很快减少到 5.这会使算法很快

收敛于一个局部最优解而停滞.相反 ,如果 n 很大 ,

每一代概率矩阵变化很小 ,又会降低压缩算法的收

敛速度.

　　为了验证上述观点 ,本文进行了仿真实验. 以

TSP (80) 为背景 ,在区间 [10 ,40 ] 内随机产生一系

列的随机数作为两城市间的距离.设定 s = 4 , n =

{ 10 ,50 ,100 ,500} ,仿真结果如图 1 所示.从图 1 可

以看出 ,当 n很小时 (例如 n = 10) ,c GA在 5 000代

内很快收敛 ,7 000代以后停滞 ;当 n很大时 (例如 n

= 500) ,c GA缓慢地收敛. 这证实了上面提出的观

点 :小的 n能增加收敛速度并在局部最优解停滞 ,大

的 n将会降低算法的收敛速度.

图 1　TSP仿真结果

4　快速压缩遗传算法
　　矩阵中元素值随着代数的增加而变化 ,可近似

地把它看成运行代数的函数 ,写作 pt
ij = f ( t) ,其中

t 是运行代数.由于算法的随机性 ,这些概率值与运

行代数之间是一种不确定的关系 ,很难确切知道它

的表达式.由式 (1) 可知 ,随着代数的增加 ,对应优

良基因的概率值不断增大 ,对应不良基因的概率值

不断减少 ,这表明概率值与运行代数在一定程度上

是准线性关系.因此可采用回归分析中的最小二乘

法来估算若干代之后的概率值.

　　规定每隔一定代数 ,选择数据对 ( pk
lij , k l) 作为

观测值.其中 : k l表示运行代数 , pk
lij表示运行至 k l时

的概率值.用这些观测值组成一个样本 ,估计几万代

后的概率值.最小二乘法可描述如下[4 ] :

p x
ij =β1 x +β0 . (6)

其中

β1 =
∑
L

l = 1

( k l - �k l) ( pk
lij - �p ij)

∑
L

l = 1

( k l - �k l) ( k l - �k l)

,

β0 = �p ij - β1 �k l .

式中

�k1 =
1
L ∑

L

l = 1
k l , �p ij =

1
L ∑

L

l = 1
pk

lij ,

L 是数据对 ( pk
lij , k l) 的数量 , x 是运行代数.

　　由这些估计值组成新的概率矩阵 ,再由这个概

率矩阵产生新的个体.这样会省去几万代的选择、产

生新个体、更新等操作 ,极大地提高算法的效率.

　　快速压缩遗传算法描述如下 :

　　Step1 : 初始化概率矩阵 ;

　　Step2 : 根据概率矩阵产生 s 个个体 , s 为选择

压力 ;

　　Step3 :计算这些个体的适应度值 , 并根据式

(1) 更新概率矩阵 ;

　　Step4 : 重复 Step2和 Step3 ,直到获得一定数量

的数据对 ( pk
lij , k l) ,并根据式 (4) 估算几万代之后矩

阵的元素值 ,用这些元素值组成新的概率矩阵 ;

　　Step5 : 用上一步产生的概率矩阵来产生新的

个体 ,再根据式 (1) 更新这个概率矩阵 ;

　　Step6 : 重复 Step5 ,直至达到最大代数.

5　fc GA , GA和 c GA的仿真比较
　　利用第 3节提供的 TSP (80) 问题进行仿真 ,任

务是找到适应度值不大于 1 000的个体并计算所需
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的最短时间. 在 fc GA 中 ,每 10 代取一对观测数据

( pk
lij , k l ) ,共得到100对这样的数据 .以这些数据作

为样本 ,用最小二乘法估计 50 000 代时的概率值.

f c GA ,c GA和 GA[6 ] ( WAL L用C + +开发的关于

TSP问题的 GA程序库) 分别运行 10次.

表 1　fc GA,c GA和 GA的仿真结果

n S
fc GA

Fitness t/ s

c GA

Fitness t/ s

GA

Fitness t/ s

4 997 74 997 148 C r = 4 400

300 8 999 63 997 89 994

16 994 71 1 000 108

4 994 100 997 124 C r = 8 390

500 8 974 105 993 150 970

16 998 124 970 180

4 993 191 1 000 250 C r = 10 401

800 8 970 179 983 274 1 000

16 1 000 234 998 329

　　表 1 中给出了执行一次所需的平均时间. 在

c GA和fc GA中 ,模拟种群规模 n = { 300 ,500 ,800} ,

选择压力 s = { 4 ,8 ,16} ;在 GA 中 ,种群规模 n =

{ 300 ,500 ,800} ,交叉长度 Cr = { 4 ,8 ,10} ,交叉概

率 Pc = 0 . 8 ,变异概率 Pm = 0 . 2 .

　　从表 1 可以看出 ,在参数选取相同的情况下 ,

fc GA所用的时间最少 ,因此效率最高.这说明引入

最小二乘法进行估算是有效的.

6　结 　　语
　　本文首先给出了压缩遗传算法的收敛性分析以

及相关参数的分析 ,并给出了该算法的模式定理 ;然

后提出一种快速压缩遗传算法 ,即用算法在最初几

代内得到的概率值及其对应的运行代数作为样本 ,

引入最小二乘方法对几万代以后的概率值进行估

算 ,并用估算值组成一个概率矩阵 ,再用这个概率矩

阵产生新的个体 ;最后利用旅行商问题的仿真证明

了该算法的有效性.
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