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半 Markov控制过程在折扣代价准则下的最优平稳策略
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(中国科学技术大学 自动化系 , 安徽 合肥 230027)

摘　要 : 讨论一类半 Markov控制过程 (SMCP)的折扣代价性能优化问题.通过引入一个矩阵 ,该矩阵可作为一个

Markov过程的无穷小矩阵 , 对一个 SMCP定义了折扣 Poisson方程 , 并由这个方程定义了α2势.基于α2势 ,给出了

由最优平稳策略所满足的最优性方程.最后给出一个求解最优平稳策略的迭代算法 ,并提供一个数值例子以表明该

算法的应用.
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Abstract : The problems of discounted2cost performance optimization are discussed for a class of semi2Markov control pro2
cesses (SMCP) . A matrix is defined , which can be as the infinitesimal generator of a Markov process. The discounted Pois2
son equation is proposed for an SMCP by using this matrix , from which theα2potential is defined. Based on theα2poten2
tial , the optimality equation satisfied by the optimal stationary policy is given. Finally an iteration algorithm to find an opti2
mal stationary policy is proposed , and an numerical example is provided to illustrate the application of the algorithm.
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1　引　　言
　　半 Markov 控制过程 (又称半 Markov 决策过

程)是一类受一系列控制决策驱动的半 Markov 系

统 ,其状态转移规律和控制决策所采用的行动方案

相互作用 ,决定了系统的演化过程在每个状态的逗

留时间是服从一般分布的随机变量.在平均代价准

则下 ,对半 Markov控制过程性能优化的研究已有

一些结果[1～6 ] ;但在折扣代价准则下 ,相应研究的

文献则不多.文献 [ 5 ]利用转化成离散时间 Markov

链的方法 ,在期望折扣总报酬准则下 ,讨论了一类半

Markov决策过程 ,并在一定的条件下给出了最优性

方程.文献 [ 6 ]研究了一类半 Markov决策过程 ,通

过引入一个所谓的 M 矩阵 ,给出了最优性方程以

及迭代优化算法.

　　本文基于折扣 Poisson 方程 ,研究一类具有有

限状态空间的半Markov控制过程 ,在相对较弱的
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条件下给出了最优性方程.首先定义一个矩阵 ,该矩

阵可作为 Markov过程的无穷小矩阵 ,通过这个矩

阵对 SMCP引入折扣 Poisson 方程 ,根据该方程定

义α2势 ;然后给出最优性定理 ,并基于α2势导出由
最优平稳策略所满足的最优性方程 ;最后给出一个

求解最优策略的迭代算法 ,并通过一个数值例子说

明该算法的应用.

　　文献[ 5 ]将半 Markov决策过程 ( SMDP)转化成

离散时间 Markov决策过程 (D TMDP)进行研究 ,而

本文则用势方法直接研究 SMDP问题 ,基本上不需

要附加的假设条件. 一般而言 ,由于 D TMDP 是

SMDP的一种特殊情况 ,转化成 D TMDP的方法需

要较强的假设条件.文献 [ 6 ]通过引入一个所谓的

M 矩阵来描述最优性方程 ,这个 M 矩阵就是本文

中的矩阵 Q a .本文通过引入矩阵 A a 来描述最优性

方程 ,这个矩阵可作为 Markov过程的无穷小矩阵 ,

因而具有明确的意义.用该矩阵描述的最优性方程 ,

其形式与 Markov控制过程完全一致 1如果定义一
个等价的 Markov控制过程 ,则有关 Markov控制过

程的一些结果 (参阅文献[ 8 ,9 ])可直接加以运用 ,比

如求解最优策略的迭代算法等.

2　折扣代价准则
　　考虑一个半Markov过程 Y = { Y t : t ≥0} ,具

有有限状态空间Φ = { 1 ,2 , ⋯, k} 和行动空间 D ,

D ( i) < D为状态 i的容许行动集 ,且 D ( i) 非空 , i

∈Φ.设 X = { X n , n ≥0} 是 Y的嵌入Markov链 ,

0 = T0 < T1 < ⋯是相继的状态转移时刻 ,则 ( X ,

T) = { X n , T n , n ≥ 0} 是具有状态空间 Φ 的

Markov更新过程.一个平稳策略是状态空间Φ到行

动空间 D的映射 v :Φ →D ,且对 i ∈Φ, v ( i) = d i

∈D ( i) .记 v = ( v (1) , ⋯, v ( k) ) ,令Ωs是全体平

稳策略集.在策略 v ∈Ωs 下 , Y 的半 Markov核为

Q v ( t) = [ Q ( i , j , v ( i) , t) ].其中

Q ( i , j , t) = P{ X n +1 = j , T n +1 -

T n ≤ t | X n = i} (1)

与 n无关 , i , j ∈Φ, t ≥0 .假设在任意策略 v ∈Ωs

下 , Y是不可约的和非周期的.由于Φ有限 , Y也是

正常返的.令

h ( i , v ( i) , t) = 1 - ∑
j∈Φ

Q ( i , j , v ( i) , t) , (2)

hv ( t) = [ h (1 , v (1) , t) , ⋯, h ( k , v ( k) , t) ]
τ

,(3)

则

hv ( t) = ( I - Q v ( t) ) e. (4)

其中 e = (1 ,1 , ⋯,1)τ,τ表示转置.令 f 为依赖于 v

的性能函数 ,记

f v = [ f (1 , v (1) ) , f (2 , v (2) ) , ⋯, f ( k , v ( k) ) ]
τ

.

本文称 ( Y ,Φ, D , Q v ( t) , f v) 为约束在平稳策略集

Ωs上的一个 SMCP. SMCP关于无限水平折扣性能

准则为

ηv
α( i) = E{∫

+∞

0
e -αtf ( Y t , v ( Y t) ) d t | Y0 = i} ,

v ∈Ωs , i ∈Φ. (5)

其中α > 0为折扣因子.

　　在折扣代价 SMCP问题中 ,优化的目标是选择

策略 v 3 ∈Ωs ,使得折扣性能ηv
α( i) 在该策略下对

每个 i ∈Φ达到最小.一般称此策略为最优平稳策

略.

3　α2势
　　为了简化记号 ,暂时省略上标 v . 记 R ( t) =

[ R ( i , j , t) ]为 Markov更新过程 ( X , T) 的 Markov

更新核[7 ] .对于α≥0 ,令

Qα =∫
+∞

0
e -αt Qd t , hα =∫

+∞

0
e -αt h ( t) d t , (6)

则 Q0 = P = [ P( i , j) ]为嵌入Markov链 X的转移

矩阵 ; h0 = ( m (1) , m (2) , ⋯, m ( k) ) , m ( i) 为过

程 Y 在状态 i 的平均逗留时间.由式 (4) 有

αhα = ( I - Qα) e. (7)

对于α > 0 ,定义

Rα =∫
+∞

0
e -αt Rd t , (8)

根据文献[7 ] ,有

Rα = ( I - Qα)
- 1 . (9)

定义

Aα =αI - H - 1
α ( I - Qα) , (10)

其中 Hα = diag{ hα(1) , hα(2) , ⋯, hα( k) } .记

Pα =αHα + Qα ,Λα = H - 1
α . (11)

由式 (7) 可知 , Pα是一个Markov矩阵 ,而 Aα可表为

Aα = Λα( Pα - I) . (12)

因此 , Aα = [ Aα( i , j) ]可作为 Markov过程的无穷

小矩阵.

　　对于α > 0 ,令

Uα =∫
+∞

0
e -αt P( t) d t . (13)

其中 : Pt ( i , j) = P{ Y t = j | Y0 = i} , P( t) =

[ Pt ( i , j) ] .由文献 [7 ] 中式 (10 . 5 . 14) 以及本文式

(9) 和 (10) ,有

Uα = (αI - Aα)
- 1 . (14)

当α > 0时 ,由式 (13) 和 (14) 得

692 控 　　制 　　与 　　决 　　策 第 19 卷



© 1994-2010 China Academic Journal Electronic Publishing House. All rights reserved.    http://www.cnki.net

(αI - Aα)
- 1 e = e/α. (15)

　　现在加上上标 v .易见

ηv
α( i) =∫

+∞

0
e -αt∑

j∈Φ
Pv

t ( i , j) f ( j , v ( j) ) d t ,

v ∈Ωs , i ∈Φ. (16)

若记ηv
α = (ηv

α(1) ,ηv
α(2) , ⋯,ηv

α( k) )τ,则

ηv
α = (αI - A v

α)
- 1 f v , v ∈Ωs . (17)

　　对于任意的 v ∈Ωs ,α≥0 ,定义折扣 Poisson方

程

(αI - A v
α) gv
α = f v -

epv
αf

v

1 +α. (18)

其中 pv
α是方程

pv
αA

v
α = 0 , pv

αe = 1 (19)

唯一正解.当α > 0时 ,由于矩阵 (αI - A v
α) 可逆 ,此

时折扣 Poisson方程 (18) 存在唯一解 gv
α.本文称 gv

α

为α2势.

　　当α > 0时 ,由式 (15) , (17) 和 (18) 得

ηv
α = gv
α +

epv
αf

v

α(1 +α) . (20)

4　最优性方程
　　引理 1　对于任意的 v′, v ∈Ωs ,有

ηv′
α - ηv
α = (αI - A v

α)
- 1 [ ( f v′+

A v′
α gv′
α ) - ( f v + A v

αg
v′
α ) ]. (21)

　　证明 　由式 (17) 有

α(ηv′
α - ηv
α) = f v′- f v + A v′

αηv′
α - A v

αηv
α =

f v′- f v + ( A v′
α - A v

α)ηv′
α + A v

α(ηv′
α - ηv
α) .

由此可得

ηv′
α - ηv
α = (αI - A v

α)
- 1 [ f v′-

f v + ( A v′
α - A v

α)ηv′
α ].

将式 (20) 代入上式右边 ,并根据 ( A v′
α - A v

α) e = 0 ,

即得式 (21) . □

　　定理 1 (最优性定理) 　v 3 ∈Ωs 是半 Markov

控制过程 ( Y ,Φ, D , Q v ( t) , f v) 折扣代价最优平稳

策略 ,其充分必要条件为

f v
3

+ A v
3

α gv
3

α ≤ f v + A v
αg

v
3

α , v ∈Ωs . (22)

　　证明 　由式 (14) 以及 Pv ( t) 和 U v
α的定义易

知 ,矩阵 (αI - A v
α)

- 1 的每一个元素均为正.故当式

(22) 成立时 ,由引理1有ηv
3

α ≤ηv
α , v ∈Ωs ,即 v 3 是

一个最优平稳策略.反之 ,如果 v 3 是一个最优平稳

策略 ,但式 (22) 不能成立 ,则必存在一个 v′∈Ωs ,

使在某个状态 i0 ∈Φ,有

f ( i0 , v′( i0) ) + ∑
j∈Φ

Aα( i0 , j , v′( i0) ) gv
3

α ( j) <

f ( i0 , v 3 ( i0) ) + ∑
j∈Φ

Aα( i0 , j , v 3 ( i0) ) gv
3

α ( j) .

现定义一个策略 v″∈Ωs :除 v″( i0) = v′( i0) 外 ,其

余 v″( i) = v 3 ( i) . 根据引理 1 , 有 ηv″
α ( i0) <

ηv
3

α ( i0) ,从而 v 3 不是最优平稳策略. 这与假设矛

盾 ,故定理得证. □

　　定理 2　v 3 ∈Ωs 是半 Markov控制过程 ( Y ,

Φ, D , Q v ( t) , f v) 折扣代价最优平稳策略 ,其充分

必要条件为满足方程

0 = inf
v∈Ω

s

{ f v + A v
αg

v
3

α - αηv
3

α } . (23)

　　证明 　根据式 (17) ,有αηv
3

α = f v
3

+ A v
3

αηv
3

α .

将式 (20) 代入上式右边 ,并注意到 A v
3

α e = 0 ,则有

αηv
3

α = f v
3

+ A v
3

α gv
3

α . (24)

根据定理 1 ,可以直接得到定理 2 . □

　　本文称式 (23) 为 SMCP基于α2势的折扣代价
最优性方程.

5　算法与算例
　　根据定理 1和定理 2 ,可给出一个求解最优平

稳策略的迭代算法.具体步骤如下 :

　　1) 置 n = 0 ,选择初始策略 v0 ,给定充分小的ε

> 0 ,折扣因子α > 0 ;

　　2) 由式 (10) 和 (18) 分别计算 A v
nα 和 gv

nα ;

　　3) 选择策略 v n +1 ,使对每个 i ∈Φ,满足

v n +1 ( i) ∈arg inf
v ( i) ∈D ( i) { f ( i , v ( i) ) +

∑
j∈Φ

Aα( i , j , v ( i) ) gv
nα ( j) } ; (25)

　　4) 如果 sp ( f v
n+1 + A v

n+1α gv
nα ) <ε(这里 sp ( h) =

max{ h ( i) } - min{ h ( i) } 为一半范数[6 ]) ,则算法终

止 ;否则 ,置 n : = n + 1 ,转 2) .

　　为保证式 (25) 中的集合非空 ,一般需要对每个

i ∈Φ,假设 f ( i , v ( i) ) 在紧集 D ( i) 上连续 ;对任

意的 i , j ∈Φ, t ≥0 ,假设 Q ( i , j , v ( i) , t) 在紧集

D ( i) 上连续.可以证明在此条件下 ,上述迭代算法

是收敛的 ,且收敛到的最优策略与初始策略的选择

无关.下面给一个数值例子 ,以说明该算法的应用.

　　考虑具有三个状态的半 Markov过程 Y ,Φ =

{ 1 ,2 ,3} , D ( i) = [0 . 5 ,10 ] , i = 1 ,2 ,3 .平稳策略为

v = ( v (1) , v (2) , v (3) ) , v ( i) ∈[0 . 5 ,10 ] , i = 1 ,

2 ,3 .嵌入 Markov链的转移概率分别为

　　　　P(1 ,1 , v (1) ) = 1 - e - v (1) / 2 ,

　　　　P(1 ,2 , v (1) ) =
7
8

e - v (1) / 2 ,
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　　　　P(1 ,3 , v (1) ) =

　　　　1 - P (1 ,1 , v (1) ) - P(1 ,2 , v (1) ) ,

　　　　P(2 ,1 , v (2) ) =
1 - e - v (2) / 4

1 + e - v (2) / 2 ,

　　　　P(2 ,3 , v (2) ) =
1
3

e - v (2) / 4 ,

　　　　P(2 ,2 , v (2) ) =

　　　　1 - P (2 ,1 , v (2) ) - P(2 ,3 , v (2) ) ,

　　　　P(3 ,1 , v (3) ) =
1 - e - v (3) / 4

1 + e - v (3) / 4 ,

　　　　P(3 ,3 , v (3) ) = 1 -
1 - e - v (3) / 3

1 + e - v (3) / 2 ,

　　　　P(3 ,2 , v (3) ) =

　　　　1 - P (3 ,1 , v (3) ) - P(3 ,3 , v (3) ) .

已知过程 Y处于状态 i和下一次将转移到状态 j ,它

在状态 i 的逗留时间服从区间 [0 , jv ( i) ]上的均匀

分布 ,即分布函数为

　F( i , j , v ( i) , t) =

t
jv ( i)

,0 ≤ t ≤ jv ( i) ;

1 , t > jv ( i) .

(26)

对于 v ( i) ∈D ( i) , i , j ∈Φ, t ≥0 ,有

Q ( i , j , v ( i) , t) = P( i , j , v ( i) ) F( i , j , v ( i) , t) .

性能函数为

f ( i , v ( i) ) = ln[ (1 + i) v ( i) ] +
i

2 v ( i)
,

i = 1 ,2 ,3 .

　　针对不同的α和初始策略 v0 ,总取ε = 0 . 000

1 .本文所作的几种仿真结果如下 :

　　1) 当α = 0 . 1 , v0 = (1 ,1 ,1) 时 , 迭代 4次 ,得

到ε2最优策略为 (1 . 296 8 ,0 . 895 9 ,0 . 902 0) ,最优

代价为 (17 . 511 4 ,18 . 188 6 ,19 . 737 9) ;

　　2) 当α = 0 . 1 , v0 = (8 ,9 ,10) 时 ,迭代 5次 ,得

到的ε2最优策略和最优代价与 1) 相同 ;

　　3) 当α = 0 . 9 , v0 = (1 ,1 ,1) 时 ,迭代 4次 ,得

到ε2最优策略为 (0 . 821 1 ,0 . 702 0 ,0 . 888 1) ,最优

代价为 (1 . 512 8 ,1 . 820 0 ,2 . 359 9) ;

　　4) 当α = 0 . 9 , v0 = (8 ,9 ,10) 时 ,迭代 4次 ,得

到的ε2最优策略和最优代价与 3) 相同 ;

　　5) 当α = 10 , v0 = (1 ,1 ,1) 时 ,迭代 3次 ,得到

ε2最优策略为 (0 . 539 3 ,0 . 674 4 ,0 . 865 5) ,最优代

价为 (0 . 105 6 ,0 . 170 7 ,0 . 222 6) ;

　　6) 当α = 10 , v0 = (8 ,9 ,10) 时 ,迭代 3次 ,得

到的ε2最优策略和最优代价与 5) 相同.

　　由上述结果可以看出 ,该算法只需很少的迭代

次数 ,便可得到较好的ε2最优策略 ,且与初始策略

的选择无关.

6　结 　　语
　　本文讨论一类半 Markov控制过程的折扣代价

性能优化问题.对于 SMCP引入折扣 Poisson方程 ,

并基于α2势给出了最优性定理及由最优平稳策略
所满足的最优性方程.据此提出一种求解最优策略

的迭代算法.这些结果可直接用于研究半 Markov

系统的控制和优化问题.
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