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基于多目标进化算法的混合 H2/ H∞优化控制
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摘　要 : 提出一种用于混合 H2/ H∞优化控制的多目标进化算法 .为加快算法的收敛进程 ,将 LMI方法的优化结果

作为初始代种群 ,并采用群体排序、小生境和最优保留等关键技术.仿真结果表明 ,与 LMI方法相比 ,多目标进化算

法的优化结果具有更小的保守性.
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Abstract : A kind of multiobjective evolutionary algorithm is presented for mixed H2/ H∞optimal control. To accelerate the

convergence speed , it takes the solutions of linear matrix equalities (LMI) method as initial population. Non2dominated

sorting , niche and elitist strategy are also employed in order to ensure a better convergence to the true Pareto2optimal front .

Simulation results show that the solutions found by the proposed algorithm are less conservative compared with LMI

method.
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1　引　　言
　　混合 H2/ H∞控制将 H∞性能设计与 H2性能

设计相结合 ,使闭环系统同时具有较好的鲁棒性和

优良的调节性能 ,因而具有重要的研究和应用价

值[1 ] . 混合 H2/ H∞ 控制问题已被证明是一个

NP2hard问题[2 ] .文献[1 ]中的 Riccati方程法需要求

解耦合的 Riccati 方程 ,并且只能得到问题的次优

解. [3 ]中的 LM I方法在求解时由于引入了附加约

束条件 ,从而使其优化结果具有一定的保守性. [4 ]

利用单目标遗传算法进行求解 ,只能得到一个最优

解.由于系统的 H2性能与 H∞性能往往相互冲突 ,

混合 H2/ H∞控制本质上是一个多目标优化问题 ,

其最优解是由众多 Pareto 解组成的集合.通过绘制

H2/ H∞控制问题的最优值曲线 ,可在 H2 性能和

H∞性能之间作出合理的折衷 ,从而设计出最满意

的控制器. [5 ] 将多目标优化问题转化为一个单目

标优化问题进行求解 ,每次运算只能得到一个解 ,且

需要较多的先验知识.

　　本文针对混合 H2/ H∞控制问题的特点 ,提出

一种基于群体排序、小生境和最优保留的多目标进
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化算法 ,并将其应用到混合 H2 / H∞状态反馈控制

器设计.仿真结果表明多目标进化算法具有很高的

优化效率.

2　混合 H2/ H∞控制问题
　　考虑由如下状态方程描述的线性系统 :

Ûx ( t) = A x ( t) + B 1 w ( t) + B 2 u ( t) ,

z 1 ( t) = C1 x ( t) + D11 w ( t) + D12 u ( t) ,

z 2 ( t) = C2 x ( t) + D22 u ( t) .

(1)

其中 : x ( t) ∈R n是系统的状态 , u ( t) ∈R m是控制

输入 , w ( t) ∈ R q 是扰动输入 , z 1 ( t) ∈ R r
1 和

z 2 ( t) ∈ R r
2 是被调输出.

　　对于混合 H2/ H∞状态反馈控制器

u ( t) = Kx ( t) , K ∈ R m×n , (2)

相应的闭环系统为

Ûx ( t) = ( A + B 2 K) x ( t) + B 1 w ( t) ,

z 1 ( t) = ( C1 + D12 K) x ( t) + D11 w ( t) ,

z 2 ( t) = ( C2 + D22 K) x ( t) .

(3)

　　混合 H2/ H∞状态反馈控制要求设计一个控制

器 (2) ,满足以下性能指标[3 ] :

　　1) 闭环系统 (3) 是渐近稳定的 ;

　　2) H∞性能 :对于给定的标量γ0 > 0 ,从 w 到

z 1 的闭环传递函数 T z
1

w ( s) , 其 H∞ 范数满足

‖T z
1

w ( s) ‖∞ <γ0 ;

　　3) H2性能 :极小化从 w 到 z 2的闭环传递函数

T z
2

w ( s) 的 H2范数 ‖T z
2

w ( s) ‖2 .

　　为了一次性获得对应于不同γ0 约束下的混合

H2/ H∞控制问题的最优解 ,将上述问题转化为如

下多目标优化问题 :

min
γ, K

[ ‖T z
1

w ( s) ‖∞, ‖T z
2

w ( s) ‖2 ] ;

s. t . K ∈A ( K) ,

　‖T z 1 w ( s) ‖∞ <γ,

　　γ <γ0 .

(4)

其中 A ( K) 是所有使闭环系统 (3) 渐近稳定的状态

反馈控制器 (2) 的集合.

3　用于混合 H2/ H∞控制的多目标进化算

法
　　近年来 ,进化计算已在多目标优化领域得到广

泛的应用 , 并形成了多种多目标进化算法 , 如

NSGA2Ⅱ[6 ]等.多目标进化算法通过对整个种群进

行选择、交叉和变异等遗传操作 ,使种群不断进化 ,

可一次性获得大量的多目标优化问题的非劣解.

　　用于混合 H2/ H∞控制的多目标进化算法 ,是

在标准遗传算法的基础上加以改进而得到的 ,其主

要特点是 :

　　1) 将LMI方法的优化结果作为初始代种群.在运

用LMI方法求解时 ,让目标函数 ‖Tz
1

w ( s) ‖∞和

‖Tz2 w ( s) ‖2的权重α和β在[0 ,1]之间不断均匀变化

取值 ,可得到一系列不同的优化结果.将这些结果作为

多目标进化算法的初始种群 ,不仅能保证初始种群中

个体的可行性 ,而且可加快算法的收敛进程.

　　2) 将闭环系统稳定性约束条件 K ∈ A ( K) 转

化为辅助优化目标. 闭环系统 (3) 渐近稳定的充要

条件是矩阵 A + B 2 K的所有特征值均具有负实部 ,

即

Re[λi ( A + B 2 K) ] < 0 , i = 1 , ⋯, n . (5)

式 (5) 等价于矩阵 A + B 2 K的特征值的最大实部值

小于 0 ,即

max{ Re[λ( A + B 2 K) ]} < 0 . (6)

　　为便于处理稳定性约束条件 K ∈A ( K) ,可构

造辅助极小化目标函数

f ( K) = max{ Re[λ( A + B 2 K) ]} . (7)

当该函数值小于 0 时 ,所设计的状态反馈控制器可

使闭环系统渐近稳定.

　　3) 调用 MA TLAB 函数进行目标适应度估计.

对于种群中的每一个体 , 在计算其目标适应度

‖T z 1 w ( s) ‖∞和 ‖T z 2 w ( s) ‖2 时 ,需要进行大量

的矩阵运算.为充分发挥MA TLAB语言强大的数值

计算能力 ,可采用 C + + / MA TLAB 混合编程的方

法. 即 首 先 编 写 出 计 算 ‖T z
1

w ( s) ‖∞ 和

‖T z 2 w ( s) ‖2的 MA TLAB函数 ;然后用 MA TLAB

编译器将其转化为相应的 C + + 函数供程序调用.

　　4) 群体排序 :在进行选择运算之前 ,根据个体的

非劣解水平将种群分级.具体方法为 :将当前种群中

所有非劣解个体划分为同一等级 ,并赋予相同的等级

为1 ;然后将这些个体从种群中移去 ,在剩余个体中找

出新的非劣解 ,并赋予其等级为 2.重复上述过程 ,直

到种群中所有个体都被赋予相应的级别为止.

　　5) 小生境技术 :将种群中的每一个体与同级别

相邻的两个体之间的局部拥挤距离称为该个体的虚

拟适应度 ,并将其作为个体的一个属性.通过选择运

算 ,虚拟适应度高的个体有较多的机会参与繁殖和

进化 ,从而有利于维持种群的多样性.

　　6) 最优保留 :为保护在进化过程中出现过的优

秀个体 ,将父代与子代种群合并成混合种群 ,对该种

700 控 　　制 　　与 　　决 　　策 第 19 卷



群进行群体排序 ,并计算其中所有个体的虚拟适应

度.依据个体非劣解等级的高低和虚拟适应度的大

小 ,在混合种群中选择较优的 50 %个体作为执行新

一轮进化的下代种群.

　　该算法的流程如图 1所示.

图 1　用于 H2/ H∞控制的多目标进化算法

4　算 　　例
　　设系统 (1) 中的系数矩阵为[3 ]

A =

0 10 2

- 1 1 0

0 2 - 5

, B 1 =

1

0

1

, B 2 =

0

1

0

,

C1 = [0　1　0　0 ] , D11 = 0 , D12 = 1 ,

C2 =

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 0

, D22 =

0

0

1

.

　　设计状态反馈控制器 (2) ,要求使闭环系统 (3)

渐近稳定 ,并在满足约束 ‖T z
1

w ( s) ‖∞ < 0 . 8的前

提下 , 极 小 化 目 标 函 数 ‖T z
1

w ( s) ‖∞ 和

‖T z
2

w ( s) ‖2 .

　　首先应用LM I方法进行优化 ,让目标函数权重

α和β在[0　1 ]之间不断均匀变化取值 ,并将得到

的一系列优化结果作为多目标进化算法的初始种

群.

　　然后运用图 1 所示的多目标进化算法进行优

化 ,采用浮点数编码方式 ,将稳定性约束条件 K∈

A ( K) 转化为辅助优化目标.选择种群规模为 250 ,

交叉概率为 0 . 95 ,变异概率为 0 . 20 ,最大进化代数

为 100 .优化结果如图 2所示.

图 2　多目标进化算法与 LMI方法的比较

　　由图 2可以看出 ,与 LM I方法相比 ,采用群体

排序、小生境技术和最优保留的多目标进化算法 ,可

获得具有更小保守性的优化结果.

　　对于由多目标进化算法得到的众多非劣解 ,需

要从中选择一个满意解作为最终的设计方案.如果

以距离该问题的理想点 Z 3 = [0 . 514 3　0 . 715 6 ]

最短为准则 ,则应选择 P 3 点作为满意解 ,相应的最

优状态反馈控制器为

u 3 ( t) =

[ - 3 . 356 8　 - 9 . 985 4　2 . 976 8 ] x ( t) . (8)

　　在控制器 (8) 的作用下 ,闭环系统 (3) 的极点为

- 3 . 496 2 ±4 . 628 1i和 - 6 . 993 0 , H∞性能指标为

0 . 633 1 , H2性能指标为 0 . 845 2 .所设计的状态反

馈控制器不仅能使闭环系统渐近稳定 ,而且满足给

定的约束条件 ‖T z
1

w ( s) ‖∞ < 0 . 8 .

5　结 　　论
　　本文提出一种用于混合 H2/ H∞控制的多目标

进化算法. 该算法可一次性获得大量混合 H2/ H∞

控制问题的非劣解 ,具有很高的优化效率. 与 LM I

方法相比 ,其优化结果具有更小的保守性.
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5 . 077 3 , 对应的滤波器参数为

A f =
- 0 . 084 8 - 0 . 738 3

1 . 118 7 - 0 . 410 0
,

B f =
- 0 . 085 4

- 0 . 120 2
, Cf =

- 0 . 118 5

- 0 . 012 0

T

.

　　对于由全阶滤波器构成的滤波误差系统 ,在φ

和η取不同值时作图.图 1给出了通道 w 1 →�z 的 l1

性能指标 ,图2给出了通道 w 2 →�z的 H∞性能指标.

从图中可以看出 ,ξ3 (α = 0 . 014 9) = 5 . 077 3是 l1

性能指标的上界 ,并且通道 w 2 →�z满足 H∞性能指

标小于 2的约束.

图 1　系统 (4) w1 →�z 通道的 l1 性能指标

图 2　系统 (4) w2 →�z 通道的 H∞性能指标

　　对于降阶滤波 , 当γ = 3 时 , 得到ξ3 (α =

0 . 009 7) = 8 . 371 3 ,对应的滤波器参数为 A f =

- 0 . 883 7 , B f = - 0 . 862 4 , Cf = - 0 . 030 0 .与全阶

情况类似 ,通过相同方法作图分析 ,可验证本文的

结论.

5　结 　　论
　　本文对于在凸有界域内的线性离散不确定系

统 ,成功地设计出全阶和降阶鲁棒 l1/ H∞保价滤波

器.所得的鲁棒 l1/ H∞性能判据是基于参数依赖

Lyapunov稳定性结果 , 这使得可用参数依赖型

Lyapunov函数进行多目标鲁棒滤波设计.计算示例

说明了本文设计方法的优越性和可行性.
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