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离散时间不确定系统的混合 l1/ H∞滤波

李艳辉 , 王常虹 , 高会军
(哈尔滨工业大学 控制科学与工程系 , 黑龙江 哈尔滨 150001)

摘　要 : 研究离散时间不确定线性系统的混合 l1/ H∞滤波器设计问题 ,目的是找到一个稳定的线性滤波器 ,使滤波

误差系统在不同的滤波通道内具有不同的性能指标.利用参数依赖 L yapunov函数法 ,推导出新的鲁棒 l1/ H∞性能准

则.基于该性能准则推导了全阶和降阶鲁棒 l1/ H∞滤波器存在的充分条件 ,并将滤波器的设计问题转化为具有线性

矩阵不等式约束的凸优化求解问题.
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Abstract : The design problems of mixed l1/ H∞filter for linear discrete2time uncertain systems are dealt with. The aim is

to design a linear asymptotically stable filter which guarantees that the filtering error system has the different performance in

the different filtering channel. Based on parameter2dependent Lyapunov function , new robust l1/ H∞performance criteria is

proposed. Upon the proposed performance criteria , sufficient conditions for the existence of full2order and reduced2order ro2
bust l1/ H∞filters are presented. The filter design problem is converted into a convex optimization problem subject to linear

matrix inequality (LMI) constraints.
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1　引　　言
　　鲁棒滤波是控制领域的重要问题 ,所涉及的内

容是从可测的系统输出中吸取信息 ,进而提供状态

估计 ,并使滤波误差系统闭环传递函数的加权范数

最小 ,保证期望的性能指标 ,如 l1 滤波
[1 ,2 ]、H∞滤

波[3 ]等. 这些滤波方法在控制领域已被广泛接受 ,

具有重要的工程应用价值.然而 ,上述方法存在一定

的局限性 ,如部分噪声信号是峰值有界的 ,而另一部

分是能量有限的 ,或者需要在不同的范数下测量性

能.显然 ,单一范数不足以捕捉这些不同的经常矛盾

的设计指标 ,设计者不得不使用更复杂的设计过程

来满足更高的设计要求.近年来 ,控制系统的多目标

设计方法受到学者们的重视 ,已广泛应用于控制器

的设计[4 ,5 ] ,但在滤波中并未受到广泛的关注[6 ] .

　　本文针对凸多面体的离散时间不确定系统 ,讨

论基于参数依赖 Lyapunov函数的鲁棒 l1/ H∞滤波

问题.假定噪声输入信号部分是峰值有界的 ,而另一

部分是任意的能量有限信号.考虑两个不同的通道 ,

所设计的线性稳定滤波器保证一个通道相对所有峰

值有界的噪声输入信号 ,使最劣情况下的滤波误差
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信号的峰值最小 ,而另一个通道相对能量有限噪声

输入信号 ,滤波误差系统具有给定的 H∞扰动衰减

水平.设计方法是利用参数依赖 Lyapunov稳定性结

果 ,推导出新的混合 l1/ H∞性能准则 ,并采用 LM I

技术推导此类不确定系统的全阶和降阶鲁棒

l1/ H∞状态估计新方法 ,将滤波器的设计转化为一

个凸优化求解问题.计算示例表明此滤波设计方法

是有效的.

2　问题描述
　　考虑如下线性离散系统

x ( k + 1) = A x ( k) + B 1 w 1 ( k) + B 2 w 2 ( k) ,

y ( k) = Cx ( k) + D1 w 1 ( k) + D2 w 2 ( k) ,

z ( k) = L x ( k) .

(1)

其中 : x ( k) ∈ R n为状态变量 , y ( k) ∈ R m 为测量

输出 , w i ( k) ∈ R q
i ( i = 1 ,2) 为噪声输入 , z ( k) ∈

R p为要估计的信号.假设 w 1 ( k) 和 w 2 ( k) 分别为

峰值有界和能量有限的噪声信号 ,不确定性系统矩

阵可表达为若干个顶点矩阵的凸组合 ,即

Ξ =
·

( A , B 1 , B 2 , C , D1 , D2 , L ) ∈R,

R =
～

{Ξ| Ξ = ∑
h

i = 1

τiΞi ,τi ≥0 ,∑
h

i = 1

τi = 1} .

(2)

其中Ξi = ( A i , B 1 i , B 2 i , Ci , D1 i , D2 i , L i) .

　　构造如下形式的 l 阶滤波器 :

x̂ ( k + 1) = A f x̂ ( k) + B f y ( k) ,

ẑ ( k) = Cf x̂ ( k) .
(3)

其中 x̂ ( k) ∈R l (全阶滤波 l = n ,降阶滤波1 ≤l ≤

n) .

　　取状态变量 �x ( k) = { x ( k) T , x̂ ( k) T} T ,误差
输出 �z ( k) = z ( k) - ẑ ( k) ,则滤波误差系统状态方
程为

�x ( k + 1) = �A �x ( k) + �B 1 w 1 ( k) + �B 2 w 2 ( k) ,

�z ( k) = �C �x ( k) .

(4)

其中

�A =
A 0

B f C A f
, �B 1 =

B 1

B f D1
,

�B 2 =
B 2

B f D2
, �C = [ L 　 - Cf ].

则噪声信号 w 1 ( k) 和 w 2 ( k) 到估计误差信号 �z ( k)

的 z 传递函数分别为
T1 ( z ) = �C ( z I - �A ) - 1 �B 1 ,

T2 ( z ) = �C ( z I - �A ) - 1 �B 2 .
(5)

　　定义 1　式 (5) 中传递函数 T1 ( z ) 的 l1范数定

义为

‖T1 ( z ) ‖l
1

=
·

sup
0≠w

1
∈l ∞

‖�z ‖l∞
/ ‖w 1‖l∞

=

sup
0≠w 2∈l ∞

( sup
k
‖�z ( k) ‖2/ sup

k
‖w 1 ( k) ‖2) .

　　定义 2　式 (5) 中传递函数 T2 ( z ) 的 H∞范数

定义为

‖T2 ( z ) ‖∞ =
·

sup
0≠w

2
∈l

2

‖�z ‖l
2
/ ‖w 2‖l

2
=

sup
0≠w

2
∈l

2
( [∑
∞

k = 0
‖�z ( k) ‖2

2 ]
1/ 2

/ [∑
∞

k = 0
‖w 2 ( k) ‖2

2 ]
1/ 2

) .

　　本文要研究的问题是 :在系统矩阵 ( A , B 1 , B 2 ,

C , D1 , D2 , L ) 满足式 (2) 的情况下 ,求出滤波器参

数矩阵 ( A f , B f , Cf ) ,使滤波误差系统 (4) 稳定 ,并

使对应于通道 w 1 →�z 的滤波误差的峰值 2峰值增
益上界ξ(ξ > 0) 最小 ,且对应于通道 w 2 →�z ,保证

‖ T2 ( z ) ‖∞小 于 给 定 的γ (γ > 0 ) . 即

min
( A

f
, B

f
, C

f
)
{ ‖T1 ( z ) ‖l1

∶‖T2 ( z ) ‖∞ ≤γ} .

3　主要结果
3 . 1　l1性能准则

　　引理 1[1 ,2 ]　考虑系统 (1) ,设Ξ ∈R为任意确

定性常值矩阵 ,令ξ > 0 .则滤波误差系统 (4) 的通

道 w 1 →�z稳定 ,且 ‖T1 ( z ) ‖l
1

<ξ,其充要条件为

存在矩阵 0 < P1 = PT
1 ∈ R

( n +1) ×( n +1)
,α∈ R + ,μ

∈ R ,满足

P1 �A P1 �B 1

P1 �A T (1 - α) P1 0

�B T
1 0 μI

> 0 , (6)

αP1 0 P1 �C T

0 (ξ - μ) I 0

�CP1 0 ξI

> 0 , (7)

其中α∈ (0 ,1 - (max | λ( A ) | ) 2) .

　　注 1　峰值 2峰值增益的最小化与α的选择有
关 ,即 ‖T ( z ) ‖l1

<ξ(α) .因此对α必须进行线性

搜索 ,以得到更紧的ξ界.

　　下述定理给出一个与引理 1等价且具有参数依
赖 Lyapunov矩阵的 l1性能判据.

　　定理 1　考虑系统 (1) ,设Ξ∈R为任意确定性
常值矩阵 ,给定ξ> 0 ,α> 0 .则滤波误差系统 (4) 的
通道 w 1 →�z 稳定 ,且 ‖T1 ( z ) ‖l

1
<ξ(α) ,其充要

条件为存在矩阵 0 < Y 1 = Y T
1 ∈ R

( n +1) ×( n +1)
, G1

∈ R
( n + l) ×( n + l) ,标量μ ∈ R ,满足
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G1 + GT
1 - Y1 GT

1 �A GT
1 �B 1

�A T G1 (1 - α) Y 1 0

�B T
1 G1 0 μI

> 0 , (8)

αY 1 0 �C T

0 (ξ - μ) I 0

�C 0 ξI

> 0 . (9)

　　证明 　由于 P1 > 0 ,用 J 1 • diag{ P - 1
1 , P - 1

1 , I}

对式 (6) 进行全等变换 ,并定义 Y1 • P - 1
1 ,则有

Y1 Y1 �A Y1 �B
�A T Y1 (1 - α) Y1 0

�B T Y1 0 μI

> 0 . (10)

　　为证明式 (8) 成立 ,只需证明式 (8) 与式 (10)

等价即可.若式 (10) 成立 ,则选择 G1 = GT
1 = Y1 ,

可获得式 (8) ,说明 (10) → (8) .若式 (8) 成立 ,则有
G1 + GT

1 - Y1 > 0 .考虑到 Y1 > 0 ,可知 G1可逆.

由 ( GT
1 - Y1) Y - 1

1 ( G1 - Y1) ≥0 ,得 GT
1 Y - 1

1 G1 ≥

G1 + GT
1 - Y1 .于是由式 (8) 可推得

GT
1 Y - 1

1 G1 GT
1 �A GT

1 �B 1

�A T G1 (1 - α) Y1 0

�B T
1 G1 0 μI

> 0 .

用 J2 • diag{ G - 1
1 Y1 , I , I} 对上式进行全等变换 ,可

得式 (10) ,说明 (8) → (10) .用 J 3 • diag{ P - 1
1 , I , I}

对式 (7) 进行全等变换 ,由定义 Y1 • P - 1
1 可推得式

(9) 成立. □
3 . 2　H∞性能准则

　　应用离散时间系统的有界实引理[6 ] ,并采用与
定理 1类似的推导方法 ,可得到一个 Lyapunov矩阵
与系统矩阵之间解耦的 H∞性能准则.

　　定理 2　考虑系统 (1) ,设Ξ∈R为任意确定性
常值矩阵 ,并给定γ > 0 .则滤波误差系统 (4) 的通
道 w 2 →�z 稳定 ,且 ‖T2 ( z ) ‖∞ <γ,其充要条件

为存在矩阵 0 < Y2 = Y T
2 ∈ R

( n + l) ×( n + l) , G2 ∈

R
( n + l) ×( n + l) ,满足

Y2 - G2 - GT
2 0 GT

2 �A GT
2 �B 2

0 - I �C 0

�A T G2 �C T - Y2 0

�B T
2 G2 0 0 - γ2 I

< 0. (11)

　　其证明与定理 1的证明类似 ,此略.

3 . 3　鲁棒 l1/ H∞性能准则
　　在定理 1和定理 2的基础上 ,由凸多面体不确
定系统的内在特性 ,很容易得到保证滤波误差系统
(4) 稳定的鲁棒 l1/ H∞性能准则.

　　定理 3　设Ξ ∈R为不确定性系统矩阵 ,并给
定ξ> 0 ,α> 0 ,γ > 0 .则滤波误差系统 (4) 稳定 ,且
‖T1 ( z ) ‖l1

<ξ(α) , ‖T2 ( z ) ‖∞ <γ,其充分条

件为存在矩阵 0 < Y 1 i = Y T
1 i ∈ R

( n + l) ×( n + l) ,0 <

Y2 i = Y T
2 i ∈ R

( n + l) ×( n + l) , G ∈ R
( n + l) ×( n + l) ,标量

μ ∈ R ,满足

　　

G + GT - Y1 i GT �A i GT �B 1 i

�A T
i G (1 - α) Y 1 i 0

�B T
1 i G 0 μI

> 0 ,

(12)

　　

αY1 i 0 �C T
i

0 (ξ - μ) I 0

�Ci 0 ξI

> 0 , (13)

　　

Y2 i - G - GT 0 GT �A i GT �B 2 i

0 - I �Ci 0

�A T
i G �CT

i - Y2 i 0

�B T
2 i G 0 0 - γ2 I

< 0 . (14)

其中 : ( �A i , �B 1 i , �B 2 i , �Ci) 为滤波误差系统 (4) 的顶点
矩阵 , G • G1 = G2 , Π i = 1 ,2 , ⋯, h .

　　注 2　定理 3通过引入一个附加矩阵 G ,实现
了 Lyapunov变量与系统矩阵之间的解耦 ,这一特性
使得当其应用于凸多面体不确定系统时 ,可得到较
低保守性的结果.对于实凸多面体不确定性系统的
鲁棒多目标设计问题 , 根据传统方法 , 受一组
LM Is (通过二次稳定概念得到) 的约束 ,最小化ξ需
要一个共同的Lyapunov变量 P • P1 = P2 ;而根据
新方法 ,受式 (14) ～ (16) 的约束 ,最小化ξ需要一
个共同的辅助松弛变量 G • G1 = G2 ,这将进一步
降低保守性.

3 . 4　鲁棒 l1/ H∞滤波器设计

　　定理 4　考虑系统 (1) ,设Ξ∈R为不确定性系

统矩阵 ,令α > 0 ,ξ > 0 ,γ > 0 .则可保证滤波误差

系 统 (4) 稳 定 , 且 ‖T1 ( z ) ‖l
1

< ξ(α) ,

‖T2 ( z ) ‖∞ <γ,其充分条件为存在矩阵 0 < X i

= X T
i ∈ R n×n ,0 < V i = V T

i ∈ R l×l , Zi ∈ R n×l ,0

< Hi = H T
i ∈ R n×n ,0 < Ki = KT

i ∈ R l×l , Q i ∈

R n×l , R ∈ R n×n , F ∈ R l×l , U ∈ R n×l , M ∈ R l×l ,

N ∈ R l×m , T ∈ R p×l ,标量μ ∈ R ,满足

R + R T - X i 3

U T + FT ET - ZT
i F + FT - V i

A T
i R + CT

i N T ET A T
i U + CT

i N T

M T ET M T

B T
1 i R + D T

i N T ET B T
1 i U + D T

i N T

→

　　　←

3 3 3
3 3 3

(1 - α) X i 3 3

(1 - α) ZT
i (1 - α) V i 3

0 0 μI

> 0 , (15)
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αX i 3 3 3

αZT
i αV i 3 3

0 0 (ξ - μ) I 3
L i - T 0 ξI

> 0 , (16)

　　

- R - R T + Hi 3

- U T - FT ET + Q T
i - F - FT + Ki

0 0

A T
i R + CT

i N T ET A T
i U + CT

i N T

M T ET M T

B T
2 i R + D T

i N T ET B T
2 i U + D T

i N T

→

　　←

3 3 3 3
3 3 3 3

- I 3 3 3
L T

i - Hi 3 3

- T T - Q T
i - Ki 3

0 0 0 - γ2 I

< 0 . (17)

若以上线性矩阵不等式组有解 ,则滤波器 (3) 的参

数矩阵可由下式构造 :

A f = F - 1 M , B f = F - 1 N , Cf = T . (18)

其中 : E • [ I l×l 　0 l×( n - 1) ] T , Π i = 1 ,2 , ⋯, h .

　　证明 　由式 (15) 可知 F非奇异 ,由此可找到

非奇异方阵 G21和 G22 ,满足 F = GT
21 G - 1

22 G21 .引入

如下矩阵 :

　

J •
I 0

0 G - 1
22 G21

, G11 • R ,

G12 • U G - 1
21 G22 , G •

G11 G12

G21 ET G22
,

Y1 i •
Y11 i Y12 i

Y T
12 i Y22 i

= J - T
X i Zi

ZT
i V i

J - 1 ,

Y2 i •
S 11 i S 12 i

S T
12 i S 22 i

= J - T
Hi Q i

Q T
i Ki

J - 1 ,

A f B f

Cf 0
•

G - T
21 0

0 I

M N

T 0

G - 1
21 G22 0

0 I
.

(19)

如果线性矩阵不等式组 (15) ～ (17) 有解 ,则上面引

入的矩阵变量 J , G , Y1 i , Y2 i 及式 (19) 定义的矩阵

变量可唯一确定.经简单的矩阵运算可得

J T ( G + GT - Y i) J J T GT �A iJ J T GT �B 1 i

J T �A T
i GJ (1 - α) J T Y iJ 0

�B T
1 i GJ 0 μI

> 0 ,

(20)

αJ T Y iJ 0 J T �C T
i

0 (ξ - μ) I 0

�CiJ 0 ξI

> 0 , (21)

J T ( Y2 i - G - GT) J 0 J T GT �A iJ J T GT �B 2 i

0 - I �CiJ 0

J T �A T
i GJ J T �CT

i - J T Y2 iJ 0

�B T
2 i GJ 0 0 - γ2 I

< 0.

(22)

　　用 J5 • diag{ J - 1 , J - 1 , I} , J6 • diag{ J - 1 , I ,

I} , J7 • diag{ J - 1 , I , J - 1 , I} 分别对式 (20) ～ (22)

进行全等变换 ,可得式 (12) ～ (14) .由定理 3可知 ,

式 (19) 定义的滤波器参数矩阵可保证滤波误差系

统 (4) 稳定 ,且 ‖T1 ( z ) ‖l
1

<ξ(α) , ‖T2 ( z ) ‖∞

<γ.

　　由式 (19) 可求出满足要求的滤波器参数矩阵 ,

然而构造滤波器参数矩阵所需的 G21和 G22并未包

含在式 (15) ～ (17) 中.为此 ,将滤波器 (3) 由 y ( t)

到 ẑ ( t) 的传递函数表示为 T ẑ y ( s) = Cf ( sI -

A f ) - 1 B f . 将式 (19) 代入并考虑关系式 F =

GT
21 G - 1

22 G21 , 可 得 T ẑ y ( s) = T ( sI -

F - 1 M ) - 1 F - 1 N .由此可知满足要求的滤波器参数

矩阵可由式 (18) 构造. □

　　推论 1　通过求解如下凸优化问题 :

min
X

i
, V

i
, Z

i
, H

i
, K

i
, Q

i
, R , F , M , N , T , U ,ξ,μ

ξ(α) ,

s. t . (15) ～ (17) ,
(23)

其中 Π i = 1 ,2 , ⋯, h .可设计系统 (1) 的最优化鲁

棒 l1/ H∞保价滤波器 ,对α在给定区间内执行线性

搜索.

4　计算示例
　　考虑式 (1) 描述的不确定离散系统 ,其中

A =
0 - 0 . 8

1 . 2 - φ - 0 . 5
,

B 1 =
0

1
, B 2 =

- 0 . 45

0 . 35
,

C = [0 . 35 +η　 - 0 . 65 ] ,

D1 = 1 . 3 , D2 = 0 . 4 , L = [0 . 2　0 ].

式中不确定参数 0 ≤φ ≤0 . 5 ,0 ≤η ≤1 . 假定

w 1 ( t) 为峰值有界信号 , w 2 ( t) 为能量有限信号.α

在区间α ∈ (0 . 1 - (max{ | λ( Aβ= - 0. 9) | , |

λ( Aβ= 0. 3) | } ) 2) ≡ (0 ,0 . 020 2) 内执行线性搜索.

　　采用本文方法 ,对于全阶滤波 ,当γ = 2时 ,得

到最优的保价峰 2峰指标为ξ3 (α = 0 . 014 9) =
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5 . 077 3 , 对应的滤波器参数为

A f =
- 0 . 084 8 - 0 . 738 3

1 . 118 7 - 0 . 410 0
,

B f =
- 0 . 085 4

- 0 . 120 2
, Cf =

- 0 . 118 5

- 0 . 012 0

T

.

　　对于由全阶滤波器构成的滤波误差系统 ,在φ

和η取不同值时作图.图 1给出了通道 w 1 →�z 的 l1

性能指标 ,图2给出了通道 w 2 →�z的 H∞性能指标.

从图中可以看出 ,ξ3 (α = 0 . 014 9) = 5 . 077 3是 l1

性能指标的上界 ,并且通道 w 2 →�z满足 H∞性能指

标小于 2的约束.

图 1　系统 (4) w1 →�z 通道的 l1 性能指标

图 2　系统 (4) w2 →�z 通道的 H∞性能指标

　　对于降阶滤波 , 当γ = 3 时 , 得到ξ3 (α =

0 . 009 7) = 8 . 371 3 ,对应的滤波器参数为 A f =

- 0 . 883 7 , B f = - 0 . 862 4 , Cf = - 0 . 030 0 .与全阶

情况类似 ,通过相同方法作图分析 ,可验证本文的

结论.

5　结 　　论
　　本文对于在凸有界域内的线性离散不确定系

统 ,成功地设计出全阶和降阶鲁棒 l1/ H∞保价滤波

器.所得的鲁棒 l1/ H∞性能判据是基于参数依赖

Lyapunov稳定性结果 , 这使得可用参数依赖型

Lyapunov函数进行多目标鲁棒滤波设计.计算示例

说明了本文设计方法的优越性和可行性.
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