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广义区间动力系统的鲁棒 H∞控制
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摘　要 : 讨论了广义区间动力系统的鲁棒 H∞控制问题 1利用线性矩阵不等式设计状态反馈控制律 ,使对所有满足

条件的区间矩阵 ,闭环系统正则、无脉冲、稳定且满足一定的 H∞性能指标 1
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Abstract : The robust H∞control problem for generalized interval systems is discussed. A new sufficient condition of robust

stability is given in terms of linear matrix inequalities that guarantees the system to be regular , impulse2free and stable.

Then a state feedback controller is designed to stabilize the system subjected to a given H∞performance.
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1　引　　言
　　区间动力系统是近年来研究较多的一类不确定

系统 ,并且取得了长足的进展[1～4 ] 1其不确定性可
描述为系统状态矩阵的各个元素在某些确定的区间

内变化 1这种摄动虽不改变系统的阶次 ,但由于它

的存在 ,可使原来以标称系统设计的性能指标衰退 ,

甚至出现系统不稳定 1目前 ,对广义区间动力系统

的稳定性已有一些相应的研究[5 ,6 ] 1其不足之处在
于 :所给出的鲁棒稳定判据难以验证 ,并且很少见到

对该类系统 H∞性能的讨论 1
　　本文以 LM I形式给出了广义区间动力系统鲁

棒稳定的充分条件 ,该条件可保证所考虑的系统正

则、无脉冲且稳定 1 在此基础上 ,考虑系统的鲁棒

H∞控制问题 ,通过设计状态反馈控制器 ,使对所有

满足条件的区间矩阵 ,不仅保证闭环系统鲁棒稳定 ,

而且将干扰抑制到一定的水平 1

2　问题描述
　　考虑具有如下形式的广义区间动力系统 :

EÛx ( t) = A x ( t) + B u ( t) + B 1 w ( t) , (1a)

y ( t) = Cx ( t) . (1b)

其中 : x ( t) ∈ R n , u ( t) ∈ R m , w ( t) ∈ R m , y ( t)

∈ R m 分别为系统的状态、控制输入、外部干扰、受

控输出向量 ; E , B , B 1 , C为具有适当维数的常数矩

阵 ,且 rank E = r ≤n ; A ∈R n×n为分量 ,满足如下

描述形式的区间矩阵 :

　　　A ∈[ A , A ] =

　　　{ [ aij ] | aij ≤ aij ≤ aij ,1 ≤ i , j ≤ n} , (2)

其中 : A = [ aij ] , A = [ aij ] .本文简称系统 (1)为广
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义区间系统 1为描述所讨论的问题 ,参照文献[8 ]的

结果 ,给出相关的概念 1
定义 1　给定 A ,对于某些有限复数 s ,若矩阵

对 E和 A 满足如下正则束条件 :

det ( s E - A ) ≠0 , (3)

则称系统 (1) 关于给定的 A 是正则的 ;若

rank E = deg det ( s E - A ) , (4)

则称系统 (1) 关于给定的 A 无脉冲模 1系统 (1) 对

于给定的 A 的稳定性 ,定义为式 (1a) 的齐次方程

EÛx = A x ( t) 给定的 A 是 Lyapunov渐近稳定的 1
正则束条件 (3) 是系统 (1) 关于给定的 A 存在

唯一状态解的充分条件 ,系统无脉冲模条件 (4) 是

约束该系统在本质上具有输入 2状态因果特性 (或

称物理可实现性) 的充分条件 1
定义 2　如果式 (1a) 的齐次方程对所有满足式

(2) 的矩阵 A 均正则、无脉冲且稳定 ,则称广义区间

系统 (1) 是鲁棒稳定的 1
有了上述准备 ,本文所研究的问题可描述如下 :

广义区间系统鲁棒 H∞控制问题 　给定正常

数γ,寻求状态反馈控制律 u ( t) = Kx ( t) ,使得闭

环系统满足如下性能指标 :

1) 当ω = 0时 ,对任意 A ∈[ A , A ] ,闭环系统

鲁棒稳定 ;

2) 对任意 A ∈[ A , A ] ,有 ‖Gz w (j w ) ‖∞ ≤

γ,其中 Gz w ( s) = C ( s E - A - B K) - 1 B 1 ,所涉及的

范数为 H∞范数 1
为便于讨论 ,引入以下几个引理 :

引理 1 [4 ]　区间矩阵 A ∈[ A , A ]可等价描述

为 A = A 0 + GΣF ,Σ ∈Σ3 , 其中 A 0 = ( A +

A ) / 21令
　H = ( A - A ) / 2 = [ hij ] ,

　Σ3 = {Σ ∈ R n
2
×n

2

| Σ = diag[ε11 , ⋯,ε1 n , ⋯,

　　　　εn1 , ⋯,εnn ] , | εij | ≤1 ,1 ≤ i , j ≤ n} ,

　G = [ h11 e1 ⋯ h1 ne1 ⋯ hn1 en ⋯ hnnen ] ,

　F = [ h11 e1 ⋯ h1 nen ⋯ hn1 e1 ⋯

hnnen ] T .

其中 : ei ( i = 1 , ⋯, n) 为 n ×n单位矩阵的第 i个列

向量 , G为 n ×n2阶矩阵 , F为 n2 ×n阶矩阵 1
显然 ,矩阵 H 的每个元素都是非负数 1 对于

ΠΣ ∈Σ3 ,有ΣTΣ ≤ I成立 1由引理 1 ,广义区间

系统 (1) 可等价描述为

EÛx = A 0 x ( t) + GΣFx ( t) . (5)

　　引理 2[7 ]　广义系统 EÛx ( t) = A x ( t) 是正则、

无脉冲且稳定的 ,当且仅当存在矩阵 X ,使得

ET X = X T E ≥0 , A T X + X T A < 0 .

3　主要结果
　　定理 1　对于广义区间动力系统 (1) ,给定常数

γ > 0 ,如果存在正常数ε> 0 ,可逆矩阵 P和矩阵Q

使得下述两个线性矩阵不等式成立 :

PT ET = EP ≥0 , (6)

PT A T
0 + Q T B T + A 0 P +

B Q +εGGT +γ- 2 B 1 B T
1

PT CT PT FT

CP - I O

FP O - εI

< 0 ,

(7)

则存在状态反馈控制器 u ( t) = Kx ( t) ,使得闭环

系统满足性能指标 1) 和 2) 1这时可取
K = Q P - 1 . (8)

　　为证明上述定理 ,首先引入如下引理 :

　　引理 3　如果存在标量ε > 0 和矩阵 X ∈

R n×n ,满足下列两个线性矩阵不等式 :

ET X = X T E ≥0 , (9)

A T
0 X + X T A 0 X T G FT

GT X - ε- 1 I 0

F 0 - εI

< 0 , (10)

则广义区间系统 (1) 是鲁棒稳定的 1
证明 　

A T X + X T A =

A T
0 X + X T A 0 + FTΣT GT X + X T GΣF ≤

A T
0 X + X T A 0 +ε- 1 FTΣTΣF +εX T GGT X ≤

A T
0 X + X T A 0 +εX T GGT X +ε- 1 FT F ,

Π A ∈[ A , A ]. (11)

由式 (10) 及 Schur补引理 ,有
A T

0 X + X T A 0 +εX T GGT X +ε- 1 FT F < 0 .

(12)

由式 (9) , (12) 和引理 2 知 ,广义区间系统 (1) 是鲁
棒稳定的 1□
定理 1证明 　令 A 0 K = A 0 + B K , A K = A +

B K = A 0 K + GΣF ,则

PT A T
K + A KP =

PT A T
0 K + A 0 K P + PT ( GΣF) T + ( GΣF) P ≤

PT A T
0 K + A 0 K P +ε- 1 FT F +εX T GGT X .

故 Π A ∈[ A , A ] ,有

　PT A T
K + A KP + PT CT CP +γ- 2 B 1 B T

1 ≤

　PT A T
0 K + A 0 K P + PT CT CP +

　γ- 2 B 1 B T
1 +ε- 1 PT FT FP +εGGT . (13)

将式 (8) 代入 (13) ,则式 (13) 右边等于
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　PT A T
0 + Q T B T + A 0 P + B Q +

　PT CT CP +γ- 2 B 1 B 1 +ε- 1 PT FT FP +εGGT.

(14)

由式 (7) 和 Schur补引理知式 (14) 小于 0 ,故
PT A T

0 + A 0 P +ε- 1 PT FT FP +εGGT < 0 ,

　　　　　　Π A ∈[ A , A ] ; (15)

PT A T
K + A K P + PT CT CP +γ- 2 B 1 B T

1 < 0 ,

　　　　　　Π A ∈[ A , A ]. (16)

由式 (6) , (15) 和引理 2的证明过程知闭环系统是鲁
棒稳定的 1由式 (6) 知式 (16) 可改写为

- PT ( s E - A K) 3 - ( s E - A K) P +

PT CT CP +γ- 2 B 1 B T
1 < 0 ,

Π A ∈[ A , A ].

上式两端分别左乘 B T
1 [ ( s E - A K) 3 ] - 1 P - T ,右乘

P - 1 ( s E - A K) - 1 B 1 ,并令

M ( s) = B T
1 P - 1 ( s E - A K) - 1 B 1 , (17)

则得
- M ( s) - M ( s) 3 + B T

1 [ ( s E - A K) 3 ] - 1 ×

CT C ( s E - A K) - 1 B +γ- 2 M ( s) 3 M ( s) < 0 .

所以
Gz w ( s) 3 Gz w ( s) <

γ2 I - γ2 I + M ( s) + M ( s) 3 - γ- 2 M ( s) 3 M ( s) <

γ2 I - [γI - γ- 1 M ( s) ] 3 [γI - γ- 1 M ( s) ] <γ2 I .

(18)

即 ‖Gz w (j w ) ‖∞ ≤γ, Π A ∈[ A , A ]. □

4　数值算例
　　考虑广义区间动力系统 (1) 以及控制要求 1)

和 2) ,其中

E =
1 0

0 0
, A =

- 10 . 9 0 . 51

- 1 . 3 - 0 . 01
,

A =
- 2 . 9 0 . 69

0 . 7 0 . 01
, B =

0 . 81

- 1 . 9
,

B 1 =
0 . 8

0 . 05
, C = [2　 - 0 . 02 ] ,γ = 1 .

显然存在

A =
- 8 0 . 6

0 0
∈[ A , A ] ,

使得系统关于 A 是非正则的 ,因此这个广义区间系

统不是鲁棒稳定的 1容易求得

A 0 =
- 6 . 9 0 . 6

- 0 . 3 0
, H =

4 0 . 09

1 0 . 01
,

G =
2 0 . 3 0 0

0 0 1 0 . 1
, F =

2 0 1 0

0 0 . 3 0 0

T

.

根据定理 1 ,计算得到式 (6) 和 (7) 的一个可行解为

ε = 1 ,且

P =
0 . 302 0 0

- 2 . 180 1 - 0 . 830 4
,

Q = - 0 . 033 8　0 . 610 9 .

故可取

K = Q P - 1 = [ - 5 . 423 0　 - 0 . 735 6 ].

5　结　　论
　　本文研究了广义区间动力系统的鲁棒 H∞控制

问题 ,首先利用 LM I给出了使该系统鲁棒稳定的充

分条件 ,该充分条件使得系统正则、无脉冲且稳定 1
在此基础上 ,设计了状态反馈控制器 ,使所得的闭环

系统鲁棒稳定 ,且满足给定的 H∞性能指标 1与已
有文献结果的不同之处在于 ,本文得到的鲁棒稳定

判据更容易检验 1
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