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不确定非线性系统的神经网络自适应 H∞跟踪控制

潘晓宁 , 胡寿松 , 侯　霞
(南京航空航天大学 自动化学院 , 江苏 南京 210016)

摘　要 : 提出一种 H∞与神经网络混合自适应控制系统设计的新方法 .对于一类不确定非线性系统 ,首先运用线性

微分包含 (LDI)的方法 ,逼近模型中的非线性部分 ;然后在考虑外部扰动的情况下 ,设计忽略不确定项的 H∞线性跟

踪控制系统参考模型 ;最后将设计好的 H∞线性跟踪控制器用于控制实际的非线性不确定系统 ,系统状态及其与参

考模型的状态误差作为在线神经网络的输入 ,动态调节网络权值以消除整个系统的不确定项.仿真示例证实了该设

计方法的有效性.
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Neural net work adaptive H∞ tracking control for uncertain
nonlinear systems
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(College of Automation Engineering , Nanjing University of Aeronautics and Astronautics , Nanjing 210016 , China. Corre2
spodent : PAN Xiao2ning , E2mail : pxn70 @sohu. com)

Abstract : A new design method of H∞and neural network hybrid adaptive control systems is presented. For a class of un2
certain nonlinear system , the neural network technology of linear differential inclusion (LDI) is employed first to approxi2
mate to the nonlinear parts. Next the reference model of the H∞linear track control system is designed while the uncertain

items are ignored. Finally the designed H∞ linear track controller is used to control the nonlinear uncertain system. The

system state and the state error of the reference model are considered as the input of the neural network , dynamically adjust2
ing the network weights to counteract the uncertain items of the whole system. The simulation results show that the pre2
sented method is valid.
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1　引　　言
　　近年来 ,求解非线性偏微分方程的耗散性理论

成为非线性控制系统设计的主要方法.非线性偏微

分方程非常难解甚至无解 ,因而只是在理论上证明

了控制器存在的合理性 ,在实际控制系统设计中很

难加以应用[1 ] .神经网络具有逼近任意非线性函数

及并行处理数据的能力 ,并广泛应用于非线性控制

系统的设计 ,如机械手控制[2 ]和基于伪控制逆的飞

行器设计[3 ,4 ] . LDI方法是一种线性化的神经网络

技术 ,该方法对于分析神经网络控制系统的稳定性和

设计非线性控制系统 ,起到了重要的作用[5 ,6 ] .此外 ,

H∞鲁棒控制系统设计问题也成为控制系统领域关

注的重点[7 ,8 ] .

　　本文提出一种神经网络自适应控制与抑制外
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部扰动的鲁棒 H∞控制相结合的方法 ,以解决一类

不确定非线性系统的控制问题.以倒立摆小车的不

确定非线性模型为例 ,证明了该设计方法的有效性.

2　基于神经网络的 LDI描述
　　考虑如下一类不确定非线性系统 :

Ûx ( t) = A x ( t) + B u ( t) + f ( x ( t) ) +

Δf ( x ( t) ) + d ( t) . (1)

其中 : x ( t) ∈R n为状态向量 , u ( t) ∈R m为控制输

入 , f ( x ( t) ) 和Δf ( x ( t) ) 为 R n → R n的连续非线

性映射且具有范数界 , d ( t) 为外部扰动 , A 和 B 为

具有适当维数的常值矩阵.

　　对于给定的 f ( x ( t) ) 非线性部分 ,可用一个单

隐层神经网络表示为

NN ( x , W 1 , W 2) =ψ2 [ W 2ψ1 [ W 1 x ] ]. (2)

其中 : W 1 ∈ R n1×n和 W 2 ∈ R n2×n1 分别为权矩阵 ;

ψi [ v ] ≡[ψ1 ( v1) ⋯ψn ( v n) ] T , i = 1 ,2 , ⋯, n为神

经元数 ;ψj ( v) ( j = 1 , ⋯, n) 为神经元基函数 ;网络

的所有连接权值都可通过反推算法来调节.对于给

定精度的ε > 0 ,有

‖f ( x ( t) ) - NN ( x , W 3
1 , W 3

2 ) ‖≤ε‖x ‖.

(3)

　　神经元基函数导数向量ψ′( v) 的最大值定义

为ξ(1 ,ψ) = max v5ψ( v) / 5 v ,最小值定义为ζ(0 ,

ψ) = min v5ψ( v) / 5 v .则

ψ( v) = h (0)ζ(0 ,ψ) + h (1)ζ(1 ,ψ) . (4)

其中 : h ( i) ≥0 , i = 0 ,1 , 且 ∑
1

i = 0
h ( i) = 1 . 对于

ψ( v) = F ,ζ(0 ,ψ) = 0 ,ζ(1 ,ψ) =λ/ 2 q ,有

NN k ( x , W 3
1 , W 3

2 ) =ψ2 [ W 3
2ψ1 [ W 3

1 x ] ] =

∑
σ

k
∈γ

n2
Ýγ

n1

μσ
k
Aσ

k
(σk ,ψ, W 3 ) x . (5)

其中
Aσ

k
(σk ,ψ, W 3 ) =

diag[ξ2 i (σ2 i ,ψ2 i) ] W 3
2 diag[ξ1 i (σ1 i ,ψ1 i) ] W 3

1 ,

∑
σ

k
∈γ

n2
Ýγ

n1

μσ
k

=

∑
1

i2 n2
= 0

⋯
i21 = 0

∑
1

i1 n1
= 0

⋯
i11 = 0

h2 n2
( i2 n2

) ⋯h21 ( i21) h1 n2
( i1 n2

) ⋯h11 ( i11) = 1 ,

且 hij (σij) ≥0 ,σij = 0 ,1 ,hij (0) + hij (1) = 1 ,i = 1 ,

2 ,j = n1 ,n2 ,∑
σ
μσ = 1 ,k = 1 ,⋯,l表示非线性函数

的映射数.式 (1) 可写成 　

Ûx ( t) = ( A + ∑
k
∑
σ

k

μσ
k
Aσ

k) x ( t) + B u ( t) +

∑
k

ΔAσ
k
( x ( t) ) +Δf ( x ( t) ) + d ( t) . (6)

式中

∑
k

ΔAσ
k
( x ( t) ) = f ( x ( t) ) - ∑

k
∑
σ
μσAσx ( t)

是由神经网络在逼近非线性函数 f ( x ( t) ) 时所产

生的非线性不确定项 ,且具有范数界.

3　H∞线性跟踪控制律设计

　　如果忽略式 (6) 中的不确定项 ,则引出

Ûx ( t) = ( A + ∑
k
∑
σ

k

μσ
k
Aσ

k) x ( t) +

B u ( t) + d ( t) . (7)

对式 (7) 采用LDI后的 H∞线性跟踪控制器设计 ,系

统结构如图 1所示.设输出可测信号 y ( t) 可跟踪给

定的参考输入信号 r ( t) ,且稳态误差为零 ,即当 t

→∞时 , e ( t) = 0 ,则

e ( t) = r ( t) - y ( t) = r ( t) - Cx ( t) . (8)

图 1　H∞线性跟踪控制系统结构

　　式 (8) 与式 (7) 共同构成如下增广系统 :

e ( t)

Ûx ( t)
=

0 C

0 A + ∑
k
∑
σ

k

μσ
k
Aσ

k

∫
t
f

0
e ( t) d t

x ( t)

+

0

B
u ( t) +

I 0

0 I

r ( t)

d ( t)
. (9)

定义复合状态变量

ζ( t) = [ (∫
t
f

0
e ( t) d t)

T
　x T ( t) ]

T
,

扰动复合向量为 d F ( t) = [ r T ( t) 　d T ( t) ] T .则式

(9) 可重新写成

ζ
·

( t) = A Fζ( t) + B Fu ( t) + d F ( t) . (10)
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对于系统 (10) ,采用如下状态反馈跟踪控制器 :

u ( t) = Ke∫
t
f

0
e ( t) d t + Kx x ( t) = Kζ( t) ,

(11)

可得出闭环增广系统

ζ
·

( t) = ( A F + B F K)ζ( t) + d F ( t) . (12)

　　根据最优二次型原理 ,选择如下二次型性能指

标 :

J =∫
t
f

0 [ (∫
t
f

0
e ( t) d t)

T
Q1 (∫

t
f

0
e ( t) d t) +

x T ( t) Q2 x ( t) + u T ( t) R u ( t) ]d t . (13)

其中 : Q1 ∈Rl×l和 Q2 ∈Rn×n是对称正半定的 , R ∈

Rm×m 是对称正定的.若使系统二次型性能指标 J 最

小 ,则被控系统可达到动态和稳态综合性能最优.为

讨论图 1中 H∞的控制问题 ,定义辅助输出信号

z ( t) =
Q1/ 2

0
ζ( t) +

0

R1/ 2 u ( t) =

Q1/ 2
1

0 ∫
t
f

0
e ( t) d t +

Q1/ 2
2

0
x ( t) +

0

R1/ 2 u ( t) .

(14)

　　H∞控制问题可描述为 :在闭环增广系统 (12)

存在外部扰动 d F ( t) 的情况下 ,求一正则实有理状
态反馈跟踪控制器 K ,使得系统 (12) 内稳定 ,且使
扰动项 d F ( t) 到辅助输出信号 z ( t) 的传递函数

T z d
F
( s) 的 H∞范数极小 ,即

∫
t
f

0
‖z ( t) ‖2d t ≤γ∫

t
f

0
‖d F ( t) ‖2d t . (15)

　　定理 1　对于 LDI表示的闭环增广系统 (12) ,

当ζ(0) =ζ0时 ,若存在正定对称阵 P = PT > 0 ,满

足如下黎卡提方程 :

P ( A F + B F K) + ( A F + B F K) T P +

1
γ2 PP + Q + KT R K ≤0 . (16)

则必存在状态反馈控制器 K ,使得系统 (12) 的性能
指标满足式 (15) .

　　证明 　取闭环增广系统 (12) 的Lyapunov函数
V =ζT ( t) Pζ( t) ,矩阵 P = PT > 0 .则

V
·

( t) =ζ
·T ( t) Pζ( t) +ζT ( t) Pζ

·
( t) . (17)

式 (12) 代入 (17) ,整理得

V
·

( t) ≤ζT ( t) [ P( A F + B F K) + ( A F +

B F K) T P +
1
γ2 PP + Q + KT R K -

Q - KT R K]ζ( t) +γ2 d T
F ( t) d F ( t) .

当式 (16) 成立 ,有

V
·
≤ζT ( - Q - KT R K)ζ+γ2 d T

Fd F ]
ζT Qζ+ u T R u ≤γ2 d T

F ( t) d F ( t) .

对上式两边积分 ,可得式 (15) . □
　　对式 (16) 求解时 ,假设 W = P - 1 , Y = KW =

KP - 1 .式 (16) 左右同乘以 W ,并由 Schur补定理 ,上
式可化为

A FW + B F Y + W A F +

Y T B T
F +

1
γ2 I

W Y T

W - Q - 1 0

Y 0 - R - 1

≤0 .

(18)

选择合适的 Q和 R便可求出W 和 Y ,状态反馈控制

器为 K = Y W - 1 .

4　H∞线性跟踪控制系统参考模型的建立

图 2　H∞线性跟踪控制系统参考模型结构

　　图 2给出了 H∞线性参考模型的结构 ,它是由

状态反馈构成的内环和误差前馈构成的外环组合而

成.其中 : ym p ( t) 是模型的输出被跟踪信号 ; Gk 和

Ge分别为上节设计好的内环控制器 Kx 和外环控制

器 Ke/ s的传递函数.重新定义线性LDI化后的模型

Gm 为

Ûx m ( t) = A x m ( t) + B um ( t) ,

ym ( t) = Cx m ( t) + Dum ( t) .
(19)

其中 : x m ( t) ∈ R n ,输出为

ym ( t) = Cx m ( t) =
C1

I
x m ( t) =

ym p ( t)

x m ( t)
.

对于内环控制器 Gk ,可用状态空间表示为
Ûx m k ( t) = A k x m k ( t) + B k x m ( t) ,

um k ( t) = Ck x m k ( t) + Dk x m ( t) .
(20)

式中 x m k ( t) ∈ R p .外环控制器 Ke/ s可表示为
Ûx me ( t) = A ex me ( t) + B e ( r ( t) - ym p ( t) ) ,

ume ( t) = Cex me ( t) + De ( r ( t) - ym p ( t) ) .

(21)

式中 x me ( t) ∈ R q . 系统 Gm 的控制为 um ( t) =
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um k ( t) + ume ( t) .

　　整个闭环线性参考模型系统可写成如下增广
形式 :

Ûx ms ( t) = A sx ms ( t) + B sym p ( t) ,

ym p ( t) = Csx ms ( t) .
(22)

其中

A s =

A k 0 B k

0 A e - B eC1

B Ck B Ce A + B ( Dk - DeC1)

,

B s =

0

B e

BDe

, Cs = [0　0　C1 ] ,

x ms ( t) = [ x T
mk ( t) 　x T

me ( t) 　x T
m ( t) ] T .

式中 x ms ( t) ∈ R n + p + q ,并假设所有状态方程都是
最小实现. 没有特别说明时 ,式 (19) (22) 中的系数
矩阵都取适当维数.

5　自适应 H∞跟踪控制系统的设计
　　已设计好的补偿器 Ke/ s和 Kx与原受扰不确定
非线性系统 (1) ,构成了图 3所示的闭环自适应 H∞

跟踪控制系统 ,其中 Gr表示实际受扰非线性系统的
传函.

图 3　自适应 H∞跟踪控制系统结构

　　由式 (6) 和 (7) 可知 ,与上面建立的理想参考模

型相比 ,若采用同样的前馈和反馈控制器 ,则实际的

不确定非线性闭环系统由式 (6) 和 (11) 构成 ,理想

参考模型由式 (7) 和 (11) 构成 ,它们之间的差别在

于式 (6) 中多出了不确定项 ∑
k

ΔAσ
k
( x ( t) ) 和

Δf ( x ( t) ) .因此可用 x r , x rk , x re 和 x rs 分别代替式

(19) (22) 中的状态变量 ,表示实际不确定非线性系

统中的状态变量.系数矩阵应取一致 ,两个系统状态

变量的误差定义为

es ( t) ≡ x ms - x rs . (23)

于是

Ûes ( t) = A ses ( t) - ∑
k

ΔAσ
k
( x ( t) ) - Δf ( x ( t) ) .

(24)

　　对于 H∞参考模型 ,上式中 A s的特征值都具有

负实部.若式 (24) 中的后两项为零 ,则当 t →∞时 ,

es ( t) = 0 .因此可考虑加入补偿项 uc ( t) ≡uad - ub

来动态抵消不确定项 ,使之为零.后两项考虑用神经

网络表示 ,则式 (24) 可重新写成

Ûes ( t) =

A ses ( t) + [ uad - ub - ∑
k

ΔAσ
k
( x ( t) ) - Δf ( x ( t) ) ] =

A ses ( t) + [ �M (φ( N T �x ) - φ′( N T �x ) N̂ T �x ) T +

M̂ Tφ′( N̂ T �x ) �N T �x + w - ub ]. (25)

式中

uad = M̂ Tφ( N̂ T �x ) ,

�M = M̂ - M , �N = N̂ - N ,

w = M̂ Tφ′( N̂ T �x ) N T �x - M T O ( �N T �x ) - ρ( �x ) ,

N 和 M 分别为输入到隐层和隐层到输出层的权值 ,

�x 为输入向量 , N̂ 和 M̂ 表示对 N 和 M 的估值.定义

r = e T
s ( t) P ,其中 P 为 Lyapunov 方程的正定解

A T
s P + PA T

s + I = 0 ; ub可视作鲁棒稳定项 ,它是通

过 r来抵消数值误差 ,并驱使整个网络权值发生更

迭.由此可引出如下定理 :

　　定理 2　在给定的域 D ∈ R n 中 ,闭环误差系

统 (25) 为连续可微且满足局部 Lipschitz条件 ,则反

馈控制律为

N
·̂

M
·̂

uad

ub

=

- G[ �x rM̂ Tφ′( N̂ T �x ) +λN | r | N̂ ]

- F[ (φ( N̂ T �x ) - φ( N̂ T �x ) N̂ T �x ) r +λM | r | M̂ ]

M̂ Tφ( N̂ T �x )

Kv ( ‖Ẑ‖F + �Z + Kz ) r

.

(26)

当 KV , KZ , F , G ,λN ,λM > 0且取适当值时 ,闭环误

差系统的所有信号都保持一致渐近有界.

　　证明 　取 Lyapunov函数

V = -
1
2

e T
s Pes +

1
2

tr ( �M T F - 1 �M ) +

1
2

tr ( �N T F - 1 �N ) . (27)

其导数为

V
·

= -
1
2

e T
s es + r[ w - ub ] -

λ| r | t r[ �Z T ( Z + �Z) ]. (28)

引入以下表示 :

Z =
M 0

0 N
, ‖Z‖F ≤�Z , �Z = Ẑ - Z.

w 的上界可表示为
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　　　　| w | ≤ c0 + c1‖�Z‖F +

　　　　　　c2‖�Z‖F | r | + c3‖�Z‖2
F , (29)

并假设上式中的各系数都大于零.则

V
·
≤-

1
2

eT
s es +| r | ( Kz | r | + (λ - d4) ×

[ ‖�Z‖F -
d2 +λ�Z

2 (λ - d4) ]
2

- [ d1 +
( d2 +λ�Z) 2

4 (λ - d4) ]) -

r2 [ ‖Ẑ‖F + �Z ] ( Kv - d5) .

式中 d1～ d5均为正的常系数.只要满足以下条件 :

| r | >
1
KZ

[ d1 +
d2 +λ�Z

2 (λ - d4) ] ,

‖�Z‖F >

d2 +λ�Z
2 (λ - d4)

+
1
λ - d4

[ d1 +
d2 +λ�Z

2 (λ - d4) ] .

则 V
·
必定小于零.因此系统 (25) 可稳 ,且所有信号

都保持一致有界. □

6　示例仿真
　　考虑形如式 (1) 的倒立摆非线性数学模型

θ
·

Ûx

θ
¨

ẍ

=

0 0 1 0

0 0 0 1

0 0 0 0

0 0 0 0

θ

x

θ
·

Ûx

+

0

0

7 . 35sinθ - 　　　　　　　　　　　　　　

0 . 75cosθ(0 . 1θ
·2sinθ - 0 . 368sin 2θ - 5 . 1 Ûx )

1 . 1 - 0 . 075cos2θ

0 . 1θ
·2sinθ - 0 . 368sin 2θ - 5 . 1 Ûx

1 . 1 - 0 . 075cos2θ

+

0

0

0 . 732

0 . 976

( u + d) +Δf (θ, x ) .

f ( x ) 中包括两个非线性函数映射 ,LDI化简时选用

3 ×4 ×1的神经网络表示上式.取 q = 1 . 67 ,λ = 1 ,

则最大值ζ(1 ,ψ) = 0 . 98 .对于θ,θ
·
和 Ûx 求出相应

的权矩阵 ,代入式 (5) 和 (3) 可求出

A + ∑μσ1
Aσ

1
+ ∑μσ2

Aσ
2

=

0 0 1 0

0 0 0 1

43 . 747 0 4 . 011 80 . 531

- 39 . 695 0 - 0 . 004 - 149 . 18

.

　　不考虑式 (6) 中的不确定项 ,设计 LDI化后的

H∞线性跟踪控制律. 选取式 (8) 中的 C =

[1 0 0 0 ] ,将求得的式 (6) 和 (7) 中的 B整理成增广

系统 (9) 的形式 ,增广系统 (10) 中的 A F和 B F可随

之相应求出.在式 (18) 中分别选择 :γ = 0 . 98 , Q =

diag [0 . 1 ,0 . 02 ,0 . 000 03 ,0 . 004 ,0 . 000 5 ] , R =

1 . 5 . 最终求得控制器为

K =

[ - 1 854 . 7 - 1 116 . 4 - 3 . 902 6 - 120 . 62 - 51 . 326 ] .

　　将状态反馈跟踪控制器 K与式 (12) 和 (1) 分

别构成闭环系统回路 ,取式 (1) 中的Δf ( x ( t) ) =

[0 0 0 . 34 xcosθ0 . 45 x sinθ] T ,外部扰动取方差为

10均值为 0的白噪声.分别在没有在线神经网络补

偿和有补偿的情况下 , 加入幅值为 0 . 262 red (15

deg) 的方波偏角指令信号.

图 4　倒立摆偏角输出信号响应曲线

图 5　倒立摆位移信号响应曲线

　　图 4和图 5为理想参考模型、没有在线神经网
络补偿和加入网络补偿的情况下 ,实际倒立摆偏角
输出信号和位移状态响应曲线.可以看出在未加入
网络补偿时 ,由于外部扰动和系统不确定项的影响 ,

系统虽然可稳 ,但动态性能已经变差 ;加入神经网络
补偿后 ,系统的被跟踪信号近似逼近 H∞参考信号 ,

动态性能得到改善.
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　　K (0) = - A (0) [ A (0) A (2) A (1) - 1 ] ,

　　K (1) = 0 , K (2) = 0 .

　　为不改变混沌吸引子中不稳定周期轨道的属

性 ,在实际应用中 ,通常当 ‖x ( k) - x ( k - T) ‖<

ε时才施加控制 ,这里ε为小的正数.

　　图 1显示了系统的动力行为 ,其中 :初始状态

x (0) = - 0 . 5 ,ε = 0 . 015 .由图可以看出 ,系统最终

稳定在 32周期轨道Γ3处 ,而且控制输入 u ( k) 收敛

到 0 .

4　结 　　论
　　文献[ 4 ]根据 Floquet 理论 ,研究了连续时滞反

馈控制的稳定品质.本文则重点讨论混沌离散系统

中不稳定周期轨道的镇定问题 ,指出具有线性结构

的时滞反馈控制方法同样具有奇数局限性 ,从而在

这一点上实现了离散与连续时滞反馈控制理论的统

一.另外 ,本文从线性周期时滞系统的特点出发 ,提

出一种改进的时滞反馈控制策略 ,给出了控制器设

计的系统方法.理论和仿真均表明 ,这种方法可在很

大程度上克服线性时滞反馈控制的稳定局限性.
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7　结　　论
　　本文提出一类基于神经网络的 H∞自适应跟

踪控制系统的设计问题.与一般的非线性控制方法

相比 ,这种方法能克服非线性系统中未建模不确定

外部扰动带来的影响 ,对于解决一类非线性系统的

设计问题具有实际意义.倒立摆小车仿真示例验证

了新方法的实用性.
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