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时滞反馈控制的局限性及其改进

陈　亮 , 韩正之
(上海交通大学 电子信息与电气工程学院 , 上海 200030)

摘　要 : 研究混沌离散系统中不稳定周期轨道的镇定问题.首先从理论上证明了具有线性结构的时滞反馈控制都具

有“奇数局限性”;然后根据线性周期时滞系统的特点 ,提出一种改进的时滞反馈控制策略 ,它可在一定程度上克服上

述局限性 ;最后给出了数值仿真结果.
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Abstract : The delayed feedback control (DFC) , as an important method for chaos control , deserves more thorough studies.

The stabilization problem of unstable periodic orbits embedded in chaotic discrete2time systems is discussed. It is shown that

there exists an“odd number limitation”for stabilization when the linear delayed feedback control is used. According to the

characteristic of time2delay periodic systems , a modified DFC is suggested to relax the limitation. A sufficient and necessary

condition for stabilization is given. A numerical example is presented to test the theoretical results.
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1　引　　言
　　时滞反馈控制[1 ]是控制混沌的一种重要理论

方法和技术手段 ,在混沌控制理论体系中占据着举

足轻重的地位.目前 ,时滞反馈控制的研究重点集中

在两点 :一是针对“奇数局限性”的研究 ,即时滞反馈

控制不能稳定那些具有奇数特征的不稳定周期轨

道 ;二是为克服这种局限性而提出的各种改进方法.

详细综述可参见文献[ 2 ] .

　　本文从上述两个方面出发 ,研究混沌离散系统

中不稳定周期轨道的镇定问题.指出具有线性结构

的各种时滞反馈控制方法都具有这种“奇数局限

性”,然后根据线性周期时滞系统的特点 ,提出一种

改进的时滞反馈控制 ,可在一定程度上克服这种局

限性.

2　线性时滞反馈控制的局限性
　　考虑一般混沌离散系统

x ( k + 1) = f [ x ( k) , u ( k) ]. (1)

其中 : x ∈ R n是系统状态 , u ∈ R l 是控制输入 ,函

数 f 可微. 控制目标是将系统稳定在其固有的不稳

定 T2 周 期 轨 道 ΓT : = { x 3 (0) , x 3 (1) , ⋯,

x 3 ( T) } 处. 将非控系统 (1) ( u ( k) = 0) 在ΓT处线

性化 ,得

δx ( k + 1) = G ( k)δx ( k) . (2)

其 中 :δx ( k) = x ( k) - x 3 ( k) , G ( i) =

D x f ( x 3 ( i) ,0) ∈ R n×n ( i = 0 ,1 , ⋯, T - 1) ,并且

G ( k + T) = G ( k) . 系统 (2) 渐近稳定的充要条
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件是 G ( k) 的状态转移矩阵ΦG ( T ,0) = G ( T - 1)

⋯ G (1) G (0) 的特征值均在单位圆内.

　　因为ΓT 是不稳定的 ,所以在对系统施加控制

时 ,不能像一般控制方法那样直接将ΓT 作为反馈

信号.于是 Pyragas提出了如下时滞反馈控制 :

u ( k) = K[ x ( k - T) - x ( k) ]. (3)

其中 K ∈ R l×n是反馈增益.注意到当状态 x ( k) 收

敛到ΓT 时 ,控制作用 u ( k) 将消失.为改善控制器

性能 ,人们相继提出了许多改进方法.本节将证明具

有如下线性结构的时滞反馈控制都具有“奇数局限

性”.

u ( k) = ∑
M

m = 1
Km Em [ x ( k - m T) , x ( k) ] ×

[ x ( k - m T) - x ( k) ]. (4)

其中 : M 为正整数 , Km ∈ R l×n 为增益矩阵 ,

Em ( x 1 , x 2) ∈R n×n为矩阵函数.式 (3) 和广义时滞

反馈控制[3 ]及指数型时滞反馈控制[4 ]均为式 (4) 的

特殊形式. 对闭环系统 (1) 和 (4) 进行局部稳定性

分析 ,可得如下结论 :

　　定理 1　对于在ΓT 处的线性化系统 (2) ,如果

状态转移矩阵ΦG ( T ,0) 有奇数个实特征值大于 1 ,

则线性时滞反馈控制 (4) 不能稳定周期轨道ΓT .等

价地 ,系统 (1) 和 (4) 局部渐近稳定的必要条件是

det [ I n - ΦG ( T ,0) ] > 0 , (5)

其中 I n为 n ×n单位矩阵.

　　证明 　将闭环系统 (1) 和 (4) 在ΓT处线性化 ,

得

δx ( k + 1) =

GK ( k)δx ( k) + ∑
M

m = 1
Hm ( k)δx ( k - m T) . (6)

其中 : Hm ( i) = Dpf [ x 3 ( i) ,0 ] Km Em [ x 3 ( i) ,

x 3 ( i) ] ( i = 0 ,1 , ⋯, T - 1) ,并且 H ( k + T) =

H ( k) , G K ( k) = G ( k) - ∑
M

m = 1
Hm ( k) .定义

δ�x ( k) =

[δx ( k) ⋯δx ( k - M T) ]′∈ R
( M T +1) n ,

�G ( k) =

G K ( k) 0 H1 ( k) ⋯ HM ( k)

I n 0 0 ⋯ 0

0 In ( T - 1) 0 ⋯ 0

⋯ ⋯ ⋯ ⋯

0 ⋯ 0 I n ( T - 1) 0

.

则式 (6) 可变为

δ�x ( k + 1) = �G ( k)δ�x ( k) . (7)

其状态转移矩阵为
Φ�G ( T ,0) = �G ( T - 1) ⋯�G (1) �G (0) =

ΦG
K

( T ,0) V 1 ( T) ⋯ V M ( T)

W ( T) X1 ( T) ⋯ XM ( T)

0 I Tn ⋯ 0

⋯ ⋯ ⋯

0 ⋯ I Tn 0 ( M T +1) n×
( M T +1) n

其中

W ( T) =
ΦG

K
( T - 1 ,0)

W ( T - 1) Tn×n

, W (1) = I n ;

X m ( T) =
0 V m ( T - 1)

0 X m ( T - 1) Tn×Tn

, X m (1) = 0 ;

V m ( T) = [ Hm ( T - 1) ,ΦG
K

( T ,

　　　T - 1) V m ( T - 1) ] n×Tn ,

V m (1) = Hm (0) .

于是 ,式 (7) 的特征多项式为

F( z , Km , Em ) = det [ z I ( M T +1) ×n - Φ�G ( T ,0) ].

当 z = 1时 ,有

F(1 , Km , Em ) = det [ I ( M T +1) ×n - Φ�G ( T ,0) ].

按如下方式分割矩阵 :

I ( M T +1) ×n - Φ�G ( T ,0) =

I n - ΦG
K

( T ,0) - P ( T) n×M Tn

- Q ( T) M Tn×n U ( T) M Tn×M Tn

.

其中
P( T) = ( V 1 ( T) , V 2 ( T) , ⋯, V M ( T) ) ,

Q ( T) = ( W ( T) ,0 , ⋯,0)′,

U ( T) =

I Tn - X1 ( T) - X2 ( T) ⋯ - XM ( T)

- I Tn I Tn ⋯ 0

⋯ ⋯ ⋯
0 ⋯ - I Tn I Tn

.

则
F(1 , Km , Em ) =

det [ U ( T) ]det [ I n - ΦG
K

( T ,0) -

P ( T) U - 1 ( T) Q ( T) ] =

det [ I Tn - ∑
M

m = 1
X m ( T) ]det [ I n - ΦG

K
( T ,0) -

P ( T) U - 1 ( T) Q ( T) ]. (8)

因为

det [ In - ∑
M

m = 1
X m (1) ] = 1 ,
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det [ I Tn - ∑
M

m = 1
X m ( T) ] =

det [ I Tn - ∑
M

m = 1

X m ( T - 1) ] ,

所以

det [ I Tn - ∑
M

m = 1
X m ( T) ] = 1 . (9)

　　下面用数学归纳法证明

P( T) U - 1 ( T) Q ( T) = ΦG ( T ,0) - ΦG
K

( T ,0) .

(10)

当 T = 1时 ,容易证明 P(1) U - 1 (1) Q (1) =ΦG (1 ,

0) - ΦG
K

(1 ,0) .假设式 (10) 成立 ,考虑 T + 1时的情

况.令

经一系列基础变换 ,得

P( T + 1) R1 R2 =

(∑
M

m = 1
Hm ( T) ,∑

M

m = 2
Hm ( T) , ⋯,

HM ( T) ,ΦG
K

( T + 1 , T) P( T) ) ,

R′1 Q ( T + 1) = (ΦG
K

( T ,0) ,0 , Q ( T) )′,

U - 1 ( T + 1) =

R1 R2

I n 0 - P ( T)

0 I ( M - 1) n 0

0 0 U ( T)

R′1 .

通过计算可证明

P( T + 1) U - 1 ( T + 1) Q ( T + 1) =

ΦG ( T + 1 ,0) - ΦG
K

( T + 1 ,0) .

　　至此 ,由式 (8) ～ (10) 可知

F(1 , Km , Em ) = det [ I n - ΦG ( T ,0) ].

根据定理中的假设 ,特征方程 det [ z I n - ΦG ( T ,0) ]

有奇数个实特征值大于 1 ,因此可得

F(1 , Km , Em ) = det [ I n - ΦG ( T ,0) ] ≤0 .

注意到 F( z , Km , Em ) 是关于 z 的连续函数 ,并且

lim
z→∞

F( z , Km , Em ) = + ∞. 所以无论 Km 取何值 ,

Em 取何种形式的函数 , f ( z , Km , Em ) 至少存在一

个实零点 z ≥1 .因此系统 (1) 和 (4) 局部渐近稳定

的必要条件是式 (5) 成立. □

3　时滞反馈控制的改进
　　本节的目的是根据线性周期时滞系统的特点 ,

提出一种改进的时滞反馈控制 ,以克服上述“奇数局
限性”.首先考虑如下线性时滞系统 :

e ( k + 1) =

A ( k) e ( k) + B ( k) [ u ( k) - u ( k - T) ]. (11)

其中 : A ( k) = A ( k + T) , B ( k) = B ( k + T) .令
ΦA ( k , i) 为 A ( k) 的状态转移矩阵 ,定义新变量

�e ( k + 1) =ΦA ( k + T , k) e ( k) -

∑
k

i = k - T +1

ΦA ( k , i) B ( i - 1) u ( i - 1) .

(12)

代入式 (11) ,得
�e ( k + 1) = A k�e ( k) + �B ( k) u ( k) . (13)

其中
�B ( k) = [ΦA ( k + 1 + T , k + 1) - In ] B ( k) .

　　引理 1　对于有界反馈增益 K ( k) , 在控制
u ( k) = K ( k) �e ( k) 的作用下 , 系统 (11) 与系统
(13) 渐近稳定等价.

　　证明 　注意到式 (12) 中ΦA ( k , i) 和 B ( k) 均
为周期矩阵 ,且ΦA ( k , i) 非奇异 ,因此对于有界控
制输入 u ( k) = K ( k) �e ( k) ,存在正数 c1和 c2 ,使得
如下不等式组成立 :

‖e ( k) ‖≤ c1 max
k - T +1≤i≤k
‖�e ( i) ‖,

‖�e ( k) ‖≤ c2 max
k - T +1≤i≤k
‖e ( i) ‖.

所以 �e ( k) →0 ( k →∞) 等价于 e ( k) →0 ( k →∞) .

□
　　由文献[5 ]知 ,如果系统 (13) 完全可达 ,则存在

周期增益矩阵 K ( k) ,使得系统在控制器 u ( k) =

K ( k) �e ( k) 的作用下渐近稳定.

　　引理 2　[ A ( k) , B ( k) ]与[ A ( k) , �B ( k) ]完全

可达等价的充要条件是

det [ΦA ( k + T , k) - In ] ≠0 ,

0 ≤ k < T .

　　证明 　令ρ( A ) 表示矩阵 A 的谱. [ A ( k) ,

B ( k) ]完全可达等价于如下条件[6 ] :对于每个 r =

0 , 1 , ⋯, T - 1 ,如果特征值ξ∈ρ[ΦA ( r + T , r) ]和

向量 z ∈ R n×1满足

ΦA ( r + T , r)′z =ξz ,

[ΦA ( r + T , j + 1) B ( j) ]′z = 0 ,
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j = r , r + 1 , ⋯, r + T - 1 .

则 z = 0 .令

z = [ΦA ( j + 1 + T , j + 1) - I n ]′�z ,

代入上式并注意到

ΦA ( r + T , j + 1) ×

[ΦA ( j + 1 + T , j + 1) - I n ] =

[ΦA ( j + 1 + T , j + 1) - I n ] ×

ΦA ( r + T , j + 1) ,

于是可得

ΦA ( r + T , r)′�z =ξ�z ,

[ΦA ( r + T , j + 1) �B ( j) ]′�z = 0

j = r , r + 1 , ⋯, r + T - 1 .

并且 z = 0与 �z = 0等价的充要条件是

det [ΦA ( j + 1 + T , j + 1) - I n ]′≠0 ,

j = r , r + 1 , ⋯, r + T - 1 .

因为ΦA 为 T 周期矩阵 ,所以上式等价于

det [ΦA ( k + T , k) - I n ] ≠0 ,0 ≤ k < T . □

　　基于上述两个引理 ,可得如下结论 :

　　定理2　如果[ A ( k) , B ( k) ]是完全可达对 ,则

存在 T 周期反馈增益 K ( k) ,使得系统 (11) 在控制

器

　u ( k) = K ( k) {ΦA ( k + T , k) e ( k) -

　　　　 ∑
k

i = k - T +1

ΦA ( k , i) B ( i - 1) u ( i - 1) } (14)

作用下 ,局部渐近稳定的充要条件是

det [ΦA ( k + T , k) - I n ] ≠0 ,0 ≤ k < T .

(15)

　　证明略.

　　下面讨论混沌系统 (1) 不稳定周期轨道的镇定

问题. 将系统 (1) 在[ x ( k - T) , u ( k - T) ]处泰勒

展开 ,得

x ( k + 1) =

f [ x ( k - T) , u ( k - T) ] +

A ( k) [ x ( k) - x ( k - T) ] +

B ( k) [ u ( k) - u ( k - T) ] +Δ(σ( k) ) . (16)

其中 :σ( k) = [ x ( k) - x ( k - T) , u ( k) - u ( k -

T) ]′,Δ(σ) 是关于σ的高阶无穷小项 ;另外 ,

x ( k + 1 - T) = f [ x ( k - T) , u ( k - T) ].

(17)

式 (16) 减式 (17) ,得

e ( k + 1) = A ( k) e ( k) + B ( k) [ u ( k) -

u ( k - T) ] +Δ(σ) , (18)

其中 e ( k) = x ( k) - x ( k - T) . 在局部稳定中 ,

A ( k) 和 B ( k) 可近似看作 T2周期矩阵.假设Δ(σ)

在σ= 0附近Lipschitz连续 ,且lim
σ→0
‖Δ(σ) ‖/ ‖σ‖

= 0 .由 Poincare2Lyapunov定理[6 ]知 ,当控制器为式

(14) 时 ,系统 (11) 的渐近稳定等价于系统 (18) 在

e ( k) = 0 附近渐近稳定 ,即如果选取如下反馈控

制 :

u ( k) =

K ( k) {ΦA ( k + T , k) [ x ( k) - x ( k - T) ] -

∑
k

i = k - T +1

ΦA ( k , i) B ( i - 1) u ( i - 1) } , (19)

则系统 (1) 将实现不稳定周期轨道的局部镇定 ,而

且镇定条件 (15) 在很大程度上放宽了线性时滞反

馈控制的镇定条件 (5) .

　　为验证上述方法的有效性 ,现给出仿真实例.

考虑如下混沌映射 :

x ( k + 1) = 3 x ( k) [1 - x 2 ( k) ] + u ( k) ,

系统有 3个周期轨道

Γ3 : = { x 3 (0) , x 3 (1) , x 3 (2) } =

{ 0 . 953 0 ,0 . 276 3 ,0 . 765 7} .

在Γ3处将系统线性化 ,得

δx ( k + 1) = A ( k)δx ( k) + u ( k) .

其中 : A ( k) = 3 - 9 x 3 ( r) , r ≡ k (mod 3) .根据定

理 1知 ,线性时滞反馈控制 (4) 不能镇定Γ3 .现对系

统施加控制 (19) ,32周期反馈增益 K ( k) 取

(a) 　系统状态变化

(b) 　控制输入变化

图 1　系统的动力行为
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　　K (0) = - A (0) [ A (0) A (2) A (1) - 1 ] ,

　　K (1) = 0 , K (2) = 0 .

　　为不改变混沌吸引子中不稳定周期轨道的属

性 ,在实际应用中 ,通常当 ‖x ( k) - x ( k - T) ‖<

ε时才施加控制 ,这里ε为小的正数.

　　图 1显示了系统的动力行为 ,其中 :初始状态

x (0) = - 0 . 5 ,ε = 0 . 015 .由图可以看出 ,系统最终

稳定在 32周期轨道Γ3处 ,而且控制输入 u ( k) 收敛

到 0 .

4　结 　　论
　　文献[ 4 ]根据 Floquet 理论 ,研究了连续时滞反

馈控制的稳定品质.本文则重点讨论混沌离散系统

中不稳定周期轨道的镇定问题 ,指出具有线性结构

的时滞反馈控制方法同样具有奇数局限性 ,从而在

这一点上实现了离散与连续时滞反馈控制理论的统

一.另外 ,本文从线性周期时滞系统的特点出发 ,提

出一种改进的时滞反馈控制策略 ,给出了控制器设

计的系统方法.理论和仿真均表明 ,这种方法可在很

大程度上克服线性时滞反馈控制的稳定局限性.
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7　结　　论
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