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基于小波网络的一类非线性系统稳定最小方差控制
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摘　要 : 研究一类非线性系统的最小方差控制.将非线性系统等价表示为时变线性系统 ,利用小波网络的非线性逼

近特性在线辨识时变系数 ,利用改进的投影算法在线调整小波网络的权值 ;在此基础上设计了非线性系统的最小方

差控制器 ,并分析了闭环控制系统的稳定性.仿真结果表明了该算法的有效性.

关键词 : 非线性 ; 时变 ; 小波网络 ; 最小方差控制

中图分类号 : TP273　　　　文献标识码 : A

Stable minimum variance control for a class of nonlinear systems
based on wavelet net works

GU O Jian1 , CH EN Qi ng2wei1 , HU Wei2l i1 , W U Hong2x i n2

(1. Department of Automation , Nanjing University of Science and Technology , Nanjing 210094 , China ; 2. Beijing Insti2
tute of Control Engineering , Beijing 100080 , China. Correspondent : GUO Jian , E2mail :gjgj @263. sina. com)

Abstract : Minimum variance control for a class of nonlinear systems is discussed. The nonlinear system is substituted by a

time2varying linear system. Wavelet networks are used to identify the time2varying coefficients for their better nonlinear ap2
proximation character. Then improved gradient estimation algorithm is used to adjust the weights of the wavelet networks.

A minimum variance controller is designed. The stability of the closed2loop system is proved. The effectiveness of the pre2
sented method is demonstrated by the simulation results.
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1　引　　言
　　最小方差控制器[1 ]是按最小输出方差为目标

设计的自校正控制律.它能有效地抑制随机干扰 ,算

法简单 ,易于实现 ,在实际工业过程中具有重要的应

用价值.传统的最小方差控制是基于线性模型进行

控制.将最小方差控制推广到非线性系统 ,主要存在

以下困难 :1)非线性系统结构复杂多变 ,很难找到合

适的不确定非线性动态系统的模型结构 ;2)由于缺

乏有效的数学分析工具 ,难以优化求解控制律[2 ] .

常见的近似线性化方法和精确反馈线性化等都具有

较大的局限性[3 ,4 ] .

　　文献[ 5 ]针对一类常见的非线性系统 ,等价表示

为时变线性系统 ,将形式多样的非线性系统转化为

一般线性系统结构 ,为此类非线性系统的研究提供

了一种方法 ,但随之出现了时变参数的估计问题.为

此 ,本文构造了多输入多输出小波网络在线辨识系

统时变参数 ,在此基础上设计了非线性系统最小方

差自适应控制器.

2　被控对象
　　假设被控对象由如下输入输出模型描述 :

y ( k) = f ( y ( k - 1) , ⋯, y ( k - n) , u ( k -

1) , ⋯, u ( k - m ) ) +ξ( k) . (1)
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其中 : u (·) 和 y (·) 分别表示系统输入和输出 , m和

n为输入和输出阶次 ,ξ( k) 表示有界噪声干扰 ,

f (·) 满足 :

　　1) f (0 ,0 , ⋯,0
m + n

) = 0 .

　　2) f (·) 关于 y ( k - 1) , ⋯, y ( k - n) , u ( k -

1) , ⋯, u ( k - m) 连续可导 ,且各偏导数有界.不妨

设 | 5 f (·) / 5 u ( k - i) | , | 5 f (·) / 5 y ( k - i) | ≤

kmax .

　　以上条件是许多实际非线性过程所满足的.在

此基础上可得到非线性系统 (1) 的线性表示.

　　引理 1[5 ]　满足假设条件 1) 和 2) 的非线性系

统 (1) ,可等价表示为如下时变线性系统 :

y ( k) =

a1 ( k) y ( k - 1) + ⋯+ an ( k) y ( k - n) +

b1 ( k) u ( k - 1) + ⋯+ bm ( k) u ( k - m) +ξ( k) ,

(2)

其中

| ai ( k) | ≤ kmax , | bj ( k) | ≤ kmax ,

i = 1 , ⋯, n , j = 1 , ⋯, m .

　　将非线性系统 (1) 等价表示为具有线性系统结

构的时变线性系统 (2) ,可利用线性系统已有的方法

设计非线性系统的控制器 ,但时变参数估计问题也

随之而来.由引理 1 的推导过程可知 ,线性系统 (2)

中各系数与系统的输入输出之间是非线性映射关

系 ,常规的参数辨识方法难以适用.考虑到小波神经

网络在非线性逼近方面所具有的优势 ,本文利用小

波网络逼近系统时变系数.

3　时变参数估计
3 . 1　小波网络

　　小波网络[6 ]是结合小波分析和人工神经网络

二者优点的一种前馈型网络 ,具有较强的非线性函

数逼近能力 ,性能优于同等规模的神经网络.利用小

波网络对非线性系统建模 ,已成为非线性系统分析

的一条新途径[7 ] .

　　小波网络的结构如图 1 所示.对任一 f ( x ) ∈

L 2 ( R n) ,可由图 1的小波网络描述为

f ( x ) ≈ y = ∑
r

l = 1
w lgl ( X) . (3)

其中 : w 为权值 , gl ( X) 为小波基函数 , r = (2 j +

1) (2 h + 1) , j和 h分别为小波网络的伸缩参数和平

移参数 ,可事先根据信号的时频域特性而确定.于是

小波网络的可调参数只有权值 w ,且与输出呈线性

关系 ,可较方便地修正小波网络参数.

图 1　小波网络结构

3 . 2　时变参数估计

　　由引理 1 的推导过程可知 ,系统 (2) 中的时变

参数 ai和 bj取决于原系统的状态 (输入和输出) .因

此 , k时刻取小波网络的输入

Xk = [ y ( k - 1) , ⋯, y ( k - n) ,

u ( k - 1) , ⋯, u ( k - m ) ] T .

小波网络输出为[ a1 ( k) , ⋯ , an ( k) , b1 ( k) , ⋯ ,

bm ( k) ] T ,即

ai ( k) ≈ ∑
r

l = 1
w
α
i , lgl ( Xk) , i = 1 , ⋯, n ;

bi ( k) ≈ ∑
r

l = 1

w b
i , lgl ( Xk) , i = 1 , ⋯, m .

(4)

用于参数辨识的小波网络结构如图 2所示.

图 2　参数辨识小波网络结构

　　将式 (4) 代入 (2) ,得

y ( k) = w T g ( k - 1) +ε( k) . (5)

其中

w = [ w a
1 ,1 , ⋯, w a

1 , r , ⋯, w a
n ,1 , ⋯, w a

n , r ,

　　w b
1 ,1 , ⋯, w b

1 , r , ⋯, w b
m ,1 , ⋯, w b

m , r ] T ,

g ( k - 1) =

[ g1 y ( k - 1) , ⋯, g ry ( k - 1) , ⋯, g1 y ( k - n) ,

⋯, gry ( k - n) , g1 u ( k - 1) , ⋯, gru ( k - 1) ,

⋯, g1 u ( k - m ) , ⋯, g ru ( k - m) ] T.

ε( k) 含噪声干扰及其他未建模动态.

　　小波网络权值在线调整的目标是使小波网络

的输出与系统实际输出的误差最小 ,故采用如下改

进的带死区梯度算法[8 ] :
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ŵ ( k) =

ŵ ( k - 1) +
μeρ( k) g ( k - 1)

1 + g ( k - 1) T g ( k - 1)
;

eρ( k) =

e ( k) - ρ, e ( k) >ρ

e ( k) +ρ, e ( k) < - ρ;

0 , | e ( k) | ≤ρ

e ( k) = y ( k) - ŷ ( k) ;

ŷ ( k) = ŵ T ( k - 1) g ( k - 1) .

(6)

其中 :0 <μ < 2 ,ρ > 0 .

4　最小方差控制器设计
　　最小方差控制取性能指标

E =
1
2

[ y ( k + 1) - y r ( k + 1) ]2 . (7)

其中 : y ( k + 1) 为下一步输出值 , y r ( k + 1) 为输出
期望值.由于 y ( k + 1) 无法测得 ,需要进行预报.

　　由小波网络参数估计模型 ,可得输出预报
ŷ ( k + 1) = ŵ T ( k) g ( k) . (8)

其中
ŵ ( k) = [ ŵ a

1 ,1 , ⋯, ŵ a
1 , r , ⋯, ŵ a

n ,1 , ⋯, ŵ a
n , r ,

　　　ŵ b
1 ,1 , ⋯, ŵ b

1 , r , ⋯, ŵ b
m ,1 , ⋯, ŵ b

m , r ] T ,

g ( k) =

[ g1 y ( k) , ⋯, gry ( k) , ⋯, g1 y ( k - n + 1) ,

⋯, g ry ( k - n + 1) , g1 u ( k) , ⋯, gru ( k) ,

⋯, g1 u ( k - m + 1) , ⋯, g ru ( k - m + 1) ] T .

　　将式 (8) 作为未来输出的预报代入性能指标
(7) ,由 5 E/ 5 u ( k) = 0可得控制器

u ( k) =

1

w
^ b

1 ,1 g1 + ⋯+ w
^ b

1 , rgr

[ y r ( k + 1) -

ŵ a
1 ,1 g1 y ( k) - ⋯ - ŵ a

1 , rgry ( k) - ⋯ -

ŵ a
n ,1 g1 y ( k - n + 1) - ⋯ -

ŵ a
n , rgry ( k - n + 1) - ŵ b

2 ,1 g1 u ( k - 1) -

⋯ - ŵ b
2 , rgru ( k - 1) - ⋯ -

ŵ b
m ,1 g1 u ( k - m + 1) - ⋯ -

ŵ b
m , rg ru ( k - m + 1) ]. (9)

5　稳定性分析
　　引理 2[8 ]　若非线性系统(1) 是逆稳定的 ,则有

| u ( k - 1) | ≤ k1 + k2 max
0≤i≤k

| y ( i) | .

其中 :0 ≤ k1 < ∞,0 < k2 < ∞.

　　引理 3[8 ]　若实标量序列{ s ( k) } , { d1 ( k) } ,

{ d2 ( k) } 和列向量序列{σ( k) } 满足下述条件 :

　　1) 　 lim
k→∞

s2 ( k)

d1 ( k) + d2 ( k)σT ( k)σ( k)
→0 ;

　　2) 对于一切 k ≥1 ,有

0 < d1 ( k) < k3 < ∞,0 < d2 ( k) < k3 < ∞,

k3为一正常数 ;

　　3) 　‖σ( k) ‖≤ o1 + o2 max
0≤τ≤k

| s (τ) | ,

0 < o1 < ∞,0 < o2 < ∞.

则有 :

　　1) { ‖σ( k) ‖} 有界 ;

　　2) lim
k→∞

s ( k) →0 .

　　定理 1　若非线性系统 (1) 满足 :

　　1) 存在 w0 ,使得

y ( k) = w T
0 g ( k) +δ( k) ,

其中 | δ( k) | ≤ρ1 ,ρ1为正常数 ;

　　2) 非线性系统 (1) 是逆稳定的.

　　若权值学习算法 (6) 中取ρ >ρ1 ,则由式 (1) ,

(6) 和 (9) 组成的闭环控制系统具有如下特性 :

1) ‖ŵ ( k) - w0‖≤

‖ŵ ( k - 1) - w0‖≤⋯≤

‖ŵ (0) - w0‖;

　　2) 闭环系统输入输出 u ( k) 和 y ( k) 有界 ;

3)　lim
k→∞

| e′( k) | ≤ρ, lim
k→∞

| e ( k) | ≤ρ,

其中

e ( k) = y ( k) - ŷ ( k) , e′( k) = y ( k) - y r ( k) .

　　证明 :　1) 设 �w ( k - 1) = ŵ ( k - 1) - w0 ,则

e ( k) = y ( k) - ŷ ( k) =

w T
0 g ( k - 1) - ŵ T ( k - 1) ×

g ( k - 1) +δ( k) =

- �w T ( k - 1) g ( k - 1) +δ( k) . (10)

由式 (6) 得

�w ( k) = �w ( k - 1) -

μg ( k - 1) eρ( k)

1 + g ( k - 1) T g ( k - 1)
.

则有

‖�w ( k) ‖2 - ‖�w ( k - 1) ‖2 =

2
μ[δ( k) - e ( k) ] eρ( k)

1 + g ( k - 1) T g ( k - 1)
+

μ2 gT ( k - 1) g ( k - 1) e2
ρ( k)

(1 + g ( k - 1) T g ( k - 1) ) 2 ≤

2
μ[δ( k) - e ( k) ] eρ( k)

1 + g ( k - 1) T g ( k - 1)
+

μ2 e2
ρ( k)

1 + g ( k - 1) T g ( k - 1)
=

μeρ( k) { 2δ( k) - 2 e ( k) +μeρ( k) }

1 + g ( k - 1) T g ( k - 1)
.
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　　①当 e ( k) >ρ时 , eρ( k) = e ( k) - ρ > 0 ,则

　　μeρ( k) { 2δ( k) - 2 e ( k) +μeρ( k) } =

　　μ| eρ( k) | { 2δ( k) - 2 e ( k) +μe ( k) - μρ} ≤

　　μ| eρ( k) | { 2δ( k) - 2ρ} < 0 .

所以

‖�w ( k) ‖2 - ‖�w ( k - 1) ‖2 ≤

μ| eρ( k) |

1 + g ( k - 1) T g ( k - 1)
[ - τ1 ( k) ] ≤0 ,

τ1 ( k) Χ 2ρ - 2δ( k) > 0 .

　　②当 e ( k) < - ρ时 , eρ( k) = e ( k) +ρ< 0 ,同

理可得

‖�w ( k) ‖2 - ‖�w ( k - 1) ‖2 ≤

μ| eρ( k) |

1 + g ( k - 1) T g ( k - 1)
[ - τ2 ( k) ] < 0 ,

τ2 ( k) Χ 2δ( k) + 2ρ > 0 .

　　③当 | e ( k) | <ρ时 , eρ( k) = 0 ,则

‖�w ( k) ‖2 - ‖�w ( k - 1) ‖2 = 0 .

综上可得

‖�w ( k) ‖2 - ‖�w ( k - 1) ‖2 ≤0 ,

即

‖ŵ ( k) - w0‖≤

‖ŵ ( k - 1) - w0‖≤⋯≤

‖ŵ (0) - w0‖. (11)

　　2) 设 V ( k) = �w T ( k) �w ( k) ,则

V ( k) + V (0) =

V ( k) - V ( k - 1) + V ( k - 1) -

V ( k - 2) + ⋯+ V (1) - V (0) ≤

∑
k

i = 1

Ω( i)
μ| eρ( k) |

1 + g ( k - 1) T g ( k - 1)
≤

- τ∑
k

i = 1

μ| eρ( k) |

1 + g ( k - 1) T g ( k - 1)
.

其中

Ω( i) =

- τ1 ( k) , e ( i) >ρ;

- τ2 ( k) , e ( i) < - ρ;

0 , | e ( i) | ≤ρ.

τ = min (τ1 (1) , ⋯,τ1 ( k) ,τ2 (1) , ⋯,τ2 ( k) ) .

即

∑
k

i = 1

| eρ( k) |

1 + g ( i - 1) T g ( i - 1)
≤

1
μτ( V (0) - V ( k) ) ≤ 1

μτV (0) . (12)

因为 1
μτV (0) 为一非负常数 ,故有

lim
k→∞

| eρ( k) |

1 + g ( k - 1) T g ( k - 1)
→0 . (13)

由最小方差控制原理知 ŷ ( k) = y r ( k) ,即
e ( k) = y ( k) - ŷ ( k) =

y ( k) - y r ( k) = e′( k) .

由 y r的有界性得

| y ( k) | = | y r ( k) - e′( k) | ≤

k4 + max
0≤j≤k

| e′( j) | ≤ ( k4 +ρ) + max
0≤j≤k

| eρ( j) | .

(14)

由原系统的逆稳定条件和引理 2得
| u ( k - 1) | ≤ k1 + k2 max

0≤j≤k
| y ( j) | . (15)

结合式 (14) 和 (15) 可知 ,存在 k5和 k6 ,使得
| u ( k - 1) | ≤ k5 + k6 max

0≤j≤k
| eρ( j) | . (16)

综合式 (14) ～ (16) ,由 y r 的有界性和小波函数
g (·) 的有界性可知 ,存在 k7和 k8 ,使得

‖g ( k - 1) | ≤ k7 + k8 max
0≤j≤k

| eρ( j) | . (17)

综合式 (13) , (17) 和引理 3 ,可得 g ( k) 有界 ,即闭环

系统输入输出 u ( k) 和 y ( k) 有界 ,且

lim
k→∞

| eρ( k) | →0 . (18)

　　3) 由式 (18) 可得

lim
k→∞

| e′( k) | ≤ρ, lim
k→∞

| e ( k) | ≤ρ. □

　　注 1　定理 1的结论 1) 表明参数估计θ
^

( k) 逐

渐逼近θ0 ,但并不能得出 lim
k→+∞
θ

^
( k) =θ0 ;结论 1) 同

时表明参数估计θ
^

( k) 是有界的.

6　实例仿真
　　取被控对象

y ( k) =

0 . 5 y ( k - 1) y ( k - 2)

1 + y ( k - 1) 2 + 2 y ( k - 2) 2 +

y ( k - 3) + u ( k - 1) + 1 . 5 u ( k - 2) .

初始条件为

u (1) = - 1 , u (2) = 1 , y (1) = y (2) = 0 ,

y (3) = 1 , j ∈[ - 6 ,6 ] , k ∈[ - 6 ,6 ].

　　仿真中 ,输入信号取幅值为 10 ,周期为 200 s的

方波 .仿真结果如图3所示 .本文用于参数估计的小

图 3　最小方差控制仿真曲线
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波网络的权值在 600 s左右收敛 ,而采用文献[5 ]的

样条多项式 (3次) 逼近时变系数 ,则需 2 000 s左右

才能收敛.由仿真结果可以看出 ,本文方法能取得较

好的跟踪效果.

7　结 　　语
　　本文研究一类非线性系统的最小方差控制问

题.将此类非线性系统等价为线性时变系统 ,构造了

小波网络在线辨识时变参数 ;在此基础上设计了非

线性系统自适应最小方差控制.该算法简单易行 ,理

论分析和仿真结果表明了算法的有效性.

　　利用小波网络在线辨识系统参数及求解控制器

时 ,若非线性系统阶次较高 ,会导致小波网络的规模

较大 ,因此在线计算量大.如何保证控制的实时性 ,

还有待于进一步研究.
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