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摘　要 : 利用混杂反馈控制策略研究一类线性不确定时滞系统 H∞鲁棒镇定问题 .分别利用单 Lyapunov函数方法和

多 Lyapunov函数方法给出了控制器的两种切换方案 ,这两种方案都能保证线性不确定时滞系统的镇定和 H∞扰动

衰减度 ,并由两个耦合的线性矩阵不等式的解给出了两个静态状态反馈 H∞控制器的设计 .
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Abstract : By means of hybrid feedback control strategy , the problem of H∞ robust stabilization for a class of uncertain lin2
ear time2delay systems is studied. Based on single Lyapunov function technique and multiple Lyapunov function technique ,

two laws of switching between controllers are designed respectively , under which the systems are stabilizable with H∞ dis2
turbance attenuation. Moreover , two static state feedback H∞control laws are given in terms of the solvability of two cou2
pled linear matrix inequalities.
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1　引　　言
　　控制器切换系统[1 ] 是指系统存在有限个备选

的控制器 ,而每个单一的控制器不能满足设计要求 ,

只有通过控制器之间的相互切换才能实现预期的控

制目的.这类系统的典型实例有 :步进电动机驱动装

置[2 ] ,计算机磁盘驱动器[3 ] ,以及某些机器人控制

系统[4 ] .利用控制器切换使受控系统渐近稳定问题

已引起人们的关注. 文献 [5 ,6 ] 分别利用混杂输出

(状态) 反馈控制策略 ,对一类确定性线性系统的镇

定 ( H∞镇定) 问题进行研究.由于不确定性和时滞

在实际系统中是不可避免的 ,人们对具有参数不确

定线性时滞系统鲁棒控制器[7 ,8 ] 和鲁棒 H∞控制

器[9 ]设计问题进行广泛的研究.其中文献 [9 ] 根据

Riccati方程 ,给出了线性不确定时滞系统在无记忆

状态反馈下具有 H∞性能界γ鲁棒稳定的充分条

件 ,但没有考虑系统的混杂状态反馈问题.

　　利用混杂反馈控制策略研究线性不确定时滞

系统 H∞鲁棒镇定问题 ,目前还未见文献报道.本文
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对这一问题进行讨论 .首先对于状态反馈控制器的

增益阵全部已知或全部未知两种情形 ,分别基于单

Lyapunov函数技术和多Lyapunov函数技术 ,给出了

控制器的两种切换方案 ,确保了线性不确定时滞系

统的稳定性和 H∞扰动衰减度 ;然后给出了状态反

馈 H∞控制器的设计方法 ;最后通过仿真实例验证

了所得结论的有效性.

2　预备知识
　　引入以下记号 :对于 R n×n 空间的任意两个对

称矩阵 X 和 Y , X > Y (或 X < Y) 表示 X - Y 是

一个正定 (或负定) 矩阵 ; L 2 [0 , ∞) 表示 [0 , ∞) 上

平方可积的向量函数空间 ; ‖·‖2表示 L 2范数 ; Z+

表示正整数集合 ; I表示适当维数的单位阵.

　　考虑如下不确定线性时滞系统 :

Ûx ( t) = ( A +ΔA ( t) ) x ( t) + ( A d +

　　　ΔA d ( t) ) x ( t - h) +

　　　Dw ( t) + B u ( t) ,

z ( t) = Cx ( t) ,

x ( t) =φ( t) , t ∈[ - h ,0 ].

(1)

其中 : x ( t) ∈ R n为状态 , w ( t) ∈R p为属于 L 2 [0 ,

∞) 的扰动输入 , u ( t) ∈ R m 为控制输入 , z ( t) ∈

R q为被控输出 , A , A d , B , C , D为适当维数的已知

常值阵 , h ≥0为时滞常数 ,φ( t) ∈C[ - h ,0 ]为已

知连续向量值初始函数 ,ΔA ( t) 为时变参数不确定

性 ,且满足

ΔA = M F( t) N ,ΔA d = M d Fd ( t) N d . (2)

这里 M , M d , N 和 N d 是适当维数的已知常值阵 ,

F ( t) 和 Fd ( t) 是具有 Lebesgue可测元的未知时变

函数矩阵 ,满足

FT ( t) F ( t) ≤ I , FT
d ( t) Fd ( t) ≤ I . (3)

　　定义 1　对于任意的 h ≥0和所有允许的不确

定性 ,如果当 w = 0时 ,系统 (1) 是渐近稳定的 ,且

对于给定的常数γ > 0 ,在零初始条件下 ,对于所有

非零的 w ( t) ∈ L 2 [0 , ∞) , 有 ‖z ( t) ‖2 <

γ‖w ( t) ‖2 ,则称系统 (1) ( u ( t) = 0) 是稳定的且

具有 H∞扰动衰减度γ.如果存在一个无记忆线性

状态反馈控制律 u ( t) = Kx ( t) ,使得系统 (1) 的闭

环系统是稳定的 ,且具有 H∞扰动衰减度γ,则称系

统 (1) 是镇定的且具有 H∞扰动衰减度γ.称此控制

律是系统 (1) 的一个鲁棒 H∞控制律.

　　下述引理给出了系统 (1) ( u = 0) 稳定且具有

H∞扰动衰减度γ的充分条件.

　　引理1　对于给定的常数γ > 0 ,如果存在正定

矩阵 P和 Q ,使得

( A +ΔA ) T P + P( A +ΔA ) +

P( A d +ΔA d) Q - 1 ( A d +ΔA d) T P +

　　　 Q + CT C +γ- 2 PDD T P < 0 (4)

成立 ,则系统 (1) ( u = 0) 是稳定的且具有 H∞扰动

衰减度γ.

　　引理 2　设 A , M , N 和 F为适当维数的实矩

阵 ,满足 FT F ≤ I ,则有 :

　　1) 对于任意的标量ε > 0 ,有

M FN + N T FT M T ≤εM M T +ε- 1 N T N ;

　　2) 对于任意的矩阵 Q > 0以及标量ε > 0 ,如

果 Q - ε- 1 N T N > 0 ,则有

( A + M FN ) Q - 1 ( A + M FN ) T ≤

A ( Q - ε- 1 N T N ) - 1 A T +εM M T .

　　引理3　对于给定的常数γ> 0 ,如果存在对称

正定矩阵 Q ,适当的标量ε1 > 0 ,ε2 > 0 ,使得 Q -

ε- 1
2 N T

dN d > 0 ,且

S PH1 PA d

H T
1 P - J1 0

A T
d P 0 - ( Q - ε- 1

2 N T
dN d)

< 0 , (5)

有对称正定解 P ,则系统 (1) ( u = 0) 是稳定的且具

有 H∞扰动衰减度γ.其中

S = A T P + PA + Q + CT C +ε- 1
1 N T N ,

H1 = (ε1 M ,ε2 M d , D) , J1 = diag{ε1 I ,ε2 I ,γ2 I} .

3　主要结果
　　假如控制律 u ( t) 由状态反馈控制器

u1 ( t) = K1 x ( t) , ⋯, um ( t) = Km x ( t) (6)

切换而产生.这里 K1 , ⋯, Km 为全部已知或全部未

知的矩阵 ,即考虑混杂状态反馈控制器

u ( t) = Ki ( t) x ( t) , (7)

其中 i ( t) :[0 , + ∞) →{ 1 ,2 , ⋯, m } 为待设计的切

换律.此时 ,由式 (1) 和 (7) 组成的闭环系统为

Σ:

Ûx ( t) = ( A i +ΔA ) x ( t) + ( A d +

　　　ΔA d) x ( t - h) + Dw ( t) ,

z ( t) = Cx ( t) ,

x ( t) =φ( t) , t ∈[ - h ,0 ].

(8)

其中 A i = A + B Ki , i = 1 ,2 , ⋯, m .显然 ,式 (8) 是

由 m 个子系统构成的不确定线性时滞切换系统.

　　对于任意的 j (1 ≤ j ≤ m ) ,用

Σ | j = { t k1
, t k1 +1 , t k2

, t k2 +1 , ⋯, tk
l
, t k

l
+1 , ⋯}

表示系统 (8) 第 j个子系统的切换时刻序列.即对任

意的 l ∈ Z+ ,当 t k
l
≤ t ≤ t k

l
+1时 ,有 i ( t) = j .
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　　假设系统 (8) 满足在任意的切换信号下 ,其解

是右可微的且在任何有限时间区间[0 , T ]仅有有限

次切换. 下面给出不确定线性时滞切换系统 (8) 镇

定且具有 H∞扰动衰减度γ的定义.

　　定义 2　如果存在一个切换律 i = i ( t) ,使得

对于任意的 h ≥0和所有允许的参数不确定性 ,当

w = 0时 ,系统 (8) 是渐近稳定的 ,且对于给定的常

数γ > 0 ,在零初始条件下 ,对所有非零的 w ( t) ∈

L 2 [0 , ∞) ,有 ‖z ‖2 < γ‖w ‖2 ,则称系统 (8) 是

镇定的且具有 H∞扰动衰减度γ.

　　不妨设式 (6) 中每个单一的状态反馈控制器均

不能使系统 (1) 稳定 ,且具有 H∞扰动衰减度γ.若

是这种情形 ,则问题的解将是平凡的.因此本文在系

统状态的完整信息可获得的假设下 ,设计一个切换

律 i :[0 , + ∞) →{ 1 ,2 , ⋯, m} ,使得系统 (8) 是稳

定的且具有 H∞扰动衰减度γ.

　　方法 1 (单 Lyapunov函数方法)

　　定理1　对于给定的常数γ > 0 ,如果存在矩阵

A
-

∈γα
1 , ⋯,α

m
( A 1 , ⋯, A m ) ,适当的常数ε1 ,ε2 > 0 ,

对称正定矩阵 Q > 0 ,使得 Q - ε- 1
2 N T

dN d > 0 ,以及

A
- T P + PA

-

+ε- 1
1 N T N +ε1 PM M T P +

PA d ( Q - ε- 1
2 N T

dN d) - 1 A T
d P + Q +

ε2 PM dM T
d P + CT C +γ- 2 PDD T P < 0 , (9)

有对称正定解 P ,则一定存在切换律 i :[0 , + ∞) →
{ 1 ,2 , ⋯, m } ,使得系统 (8) 是稳定的且具有 H∞扰
动衰减度γ.其中

A
-

= ∑
m

i = 1

αiA i ,∑
m

i = 1

αi = 1 ,αi ∈ (0 ,1) .

　　证明 　将 A
-

代入式 (9) , 可得对于 Π x ∈
R n \ { 0} ,有

∑
m

i = 1

αi x
T[ A T

i P + PA i +ε- 1
1 N T N +

ε1 PM M T P +ε2 PM dM T
d P + PA d ( Q -

ε- 1
2 N T

dN d) - 1 A T
d P + Q + CT C +

γ- 2 PDD T P] x < 0 . (10)

令
Ωi =

{ x | x T[ A T
i P + PA i +ε1 PM M T P +

ε- 1
1 N T N + PA d ( Q - ε- 1

2 N T
dN d) - 1 A T

d P +

ε2 PM dM T
d P + Q + CT C +

γ- 2 PDD T P] x < 0} , (11)

由式 (10) 可知 , R n \ { 0} = ∪
m

i = 1

Ωi .令Ω
～

1 = Ω1 ,Ω
～

2

= Ω2 \ Ω
～

1 , ⋯,Ω
～

m = Ωm \ ∪
m - 1

i = 1

Ω
～

i ,则有

R n \ { 0} = ∪
m

i = 1

Ω
～

i ,Ω
～

i ∩Ω
～

j =φ, i ≠ j .

切换律可设计为σ( t) = i , x ( t) ∈Ω
～

i .此切换律可
确保系统 (8) 在 w = 0时渐近稳定.事实上 ,对于任
意的 x ∈ R n \ { 0} ,Lyapunov函数

V ( x ( t) ) = x T ( t) Px ( t) +∫
t

t - h
x T (τ) Q x (τ) dτ

沿系统 (8) 解轨迹的导数为

V
·

( x ( t) ) ≤

x T ( t) [ A T
i ( t) P + PA i ( t) +ε- 1

1 N T N +

ε1 PM M T P +ε2 PM dM T
d P + PA d ( Q -

ε- 1
2 N T

dN d) - 1 A T
d P + Q ] x ( t) < 0 . (12)

所以根据单 Lyapunov函数技术和切换律的设计 ,可
知系统 (8) 是渐近稳定的. □
　　为确立所需要的 H∞性能指标 ,假定 x ( t) =

0 , t ∈[ - h ,0 ].定义

J =∫
∞

0
[ z T ( t) z ( t) - γ2 w T ( t) w ( t) ]d t .

由于系统 (8) 是鲁棒稳定的 , 对于任意非零向量
w ( t) ∈L 2 [0 , ∞) ,有

J =∫
∞

0
[ z T ( t) z ( t) - γ2 w T ( t) w ( t) +

V
·

( x ( t) ) ]d t - x T ( ∞) Px ( ∞) - V ∞,

其中

V ∞ = lim
t→∞∫

t

t - h
x T (τ) Q x (τ) dτ≥0 .

由矩阵不等式 (12) 和 P > 0 ,可进一步得到

J ≤∫
∞

0
x T ( t) [ A T

i P + PA i +ε- 1
1 N T N +

ε1 PM M T P +ε2 PM dM T
d P +

PA d ( Q - ε- 1
2 N T

dN d) - 1 A T
d P +

Q + CT C +γ- 2 PDD T P] x ( t) d t .

由切换律的设计可知 ,对于所有允许的参数不确定
性 ,任意的时滞 h ≥0 和非零向量 w ( t) ∈ L 2 [0 ,

∞) ,有 ‖z ( t) ‖2 <γ‖w ( t) ‖2成立.

　　方法 2 (多 Lyapunov函数方法)

　　假设状态反馈控制器集合 (6) 中仅含有两个控
制器 ,且控制器的增益矩阵是未知的.此时 ,可利用
多 Lyapunov函数方法构造切换律.

　　定理2　对于给定的γ> 0 ,如果存在两个非负
或非正实数β1和β2 ,两个正常数ε1 ,ε2 > 0 ,一个正

定对称矩阵 Q > 0 ,使得 Q - ε- 1
2 N T

dN d > 0 ,以及下
面两个矩阵不等式

- A T P1 - P1 A +μ- 1 P1 B R - 1 B T P1 -
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　ε- 1
1 N T N - ε1 P1 M M T P1 - ε2 P1 M dM T

d P1 -

　P1 A d ( Q - ε- 1
2 N T

dN d) - 1 A T
d P1 - Q -

　CT C - γ- 2 P1 DD T P1 +β1 ( P2 - P1) > 0 , (13)

　 - A T P2 - P2 A +μ- 1 P2 B R - 1 B T P2 -

　ε- 1
1 N T N - ε1 P2 M M T P2 - ε2 P2 M dM T

d P2 -

　P2 A d ( Q - ε- 1
2 N T

dN d) - 1 A T
d P2 - Q -

　CT C - γ- 2 P2 DD T P2 +β2 ( P1 - P2) > 0 , (14)

有对称正定解 P1 和 P2 ,则一定存在切换律 i ( t) :

[0 , + ∞) →{ 1 ,2} ,使得系统 (1) 是稳定的且具有
H∞扰动衰减度γ.如果式 (13) 和 (14) 有正定解 ,则

使系统 (1) 稳定且具有 H∞扰动衰减度γ的状态反
馈阵由下式给出 :

K1 = -
1

2μR - 1 B T P1 , K2 = -
1

2μR - 1 B T P2 .

(15)

　　证明 　不妨设β1 ,β2 ≥0 ,定义 A 1 Χ A +

B K1 , A 2 Χ A + B K2 .式 (15) 代入 (13) 和 (14) ,得

- A T
1 P1 - P1 A 1 - ε- 1

1 N T N -

ε1 P1 M M T P1 - ε2 P1 M dM T
d P1 - P1 A d ( Q -

ε- 1
2 N T

dN d) - 1 A T
d P1 - Q - CT C -

γ- 2 P1 DD T P1 +β1 ( P2 - P1) > 0 , (16)

- A T
2 P2 - P2 A 2 - ε- 1

1 N T N -

ε1 P2 M M T P2 - ε2 P2 M dM T
d P2 - P2 A d ( Q -

ε- 1
2 N T

dN d) - 1 A T
d P2 - Q - CT C -

γ- 2 P2 DD T P2 +β2 ( P1 - P2) > 0 . (17)

令 Lyapunov函数

V i ( x ) = x T ( t) Pi x ( t) +∫
t

t - h
x T (τ) Q x (τ) dτ,

i = 1 ,2 .

切换律为σ( t) = arg max{ V i ( x ( t) ) , i = 1 ,2} .由

S2procedure知式 (16) 和 (17) 同时成立 ,可得出 :若

x ∈Ω1 = { x ∈ R n | x T ( P1 - P2) x ≥0 , x ≠0} ,

则

x T ( t) [ A T
1 P1 + P1 A 1 +ε- 1

1 N T N +

ε1 P1 M M T P1 +ε2 P1 M dM T
d P1 +

P1 A d ( Q - ε- 1
2 N T

dN d) - 1 A T
d P1 + Q +

CT C +γ- 2 P1 DD T P1 ] x ( t) < 0 ; (18)

若 x ∈Ω2 = { x ∈ R n | x T ( P2 - P1) x ≥0 , x ≠

0} ,则

x T ( t) [ A T
2 P2 + P2 A 2 +ε- 1

1 N T N +

ε1 P2 M M T P2 +ε2 P2 M dM T
d P2 +

P2 A d ( Q - ε- 1
2 N T

dN d) - 1 A T
d P2 + Q +

CT C +γ- 2 P2 DD T P2 ] x ( t) < 0 . (19)

显然Ω1 ∪Ω2 = R n \ { 0} .当 x ∈Ω1时 ,可得切换

律 i ( t) = 1 , V 1 ( x ( t) ) 沿系统 (1) 解轨迹的导数为
V
·

1 ( x ( t) ) ≤

x T ( t) [ A T
1 P1 + P1 A 1 +ε- 1

1 N T N +

ε1 P1 M M T P1 +ε2 P1 M dM T
d P1 +

P1 A d ( Q - ε- 1
2 N T

dN d) - 1 A T
d P1 + Q ] x ( t) .

考虑式 (18) ,可得 V
·

1 ( x ( t) ) < 0 .同理可证明 ,当 x

∈Ω2 \ Ω1时 , V
·

2 ( x ( t) ) < 0 . 由切换律的设计可

知 ,在切换时刻 t j ,有

Vσ( t
j
) ( x ( t j) ) ≤lim

t→t
j

Vσ( t) ( x ( t) ) .

由多 Lyapunov函数技术知系统 (1) 是渐近稳定的.

　　为证明γ‖w ( t) ‖2是 ‖z ( t) ‖2的一个在零

初始条件下的上界 ,假定 x ( t) = 0 , t ∈[ - h ,0 ] ,定

义

J =∫
∞

0
[ z T ( t) z ( t) - γ2 w T ( t) w ( t) ]d t .

设两个子系统的切换时间序列为

{ t k1
, t k1 +1 , t k2

, t k2 +1 , ⋯, t k
l
, tk

l
+1 , ⋯} .

不妨设对于任意的 l ∈ Z+ ,当 t k
l
≤ t < t k

l
+1时 ,有

i ( t) = 1 ;当 t k
l
+1 ≤ t < t k

l +1
时 ,有 i ( t) = 2 .这时

函数 J 可写成下列形式 :

J = ∑
∞

l = 1
{∫

t
k
l
+1

t
k
l

[ z T ( t) z ( t) - γ2 w T ( t) w ( t) +

V
·

1 ( x ( t) ) ]d t +∫
t
k
l +1

t
k
l
+1

[ z T ( t) z ( t) -

γ2 w T ( t) w ( t) + V
·

2 ( x ( t) ) ]d t -

[ V 1 ( x ( t k
l +1

) ) - V 2 ( x ( t k
l
+1) ) ] -

[ V 2 ( x ( t k
l +1

) ) - V 1 ( x ( t k
l +1

) ) ]} .

对于任意的 l ∈ Z+ ,均有以下二式成立 :

V 1 ( x ( t k
l
+1) ) - V 2 ( x ( t k

l
+1) ) ≥0 ,

V 2 ( x ( t k
l +1

) ) - V 1 ( x ( t k
l +1

) ) ≥0 .

因此
J ≤

∑
∞

l = 1
{∫

t
k
l
+1

t
k
l

x T ( t) [ A T
1 P1 + P1 A 1 +ε- 1

1 N T N +

ε1 P1 M M T P1 +ε2 P1 M dM T
d P1 + Q + CT C +

P1 A d ( Q - ε- 1
2 N T

dN d) - 1 A T
d P1 +γ- 2 P1 DD T P1 ] ×

x ( t) d t +∫
t
k
l +1

t
k
l
+1

x T ( t) [ A T
2 P2 + P2 A 2 +

ε- 1
1 N T N +ε1 P2 M M T P2 +ε2 P2 M dM T

d P2 +
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Q + CT C + P2 A d ( Q - ε- 1
2 N T

dN d) - 1 ×

A T
d P2 +γ- 2 P2 DD T P2 ] x ( t) d t} .

由切换律的设计可知 ,对于任意非零向量 w ( t) ∈
L 2 [0 , ∞) ,有 ‖z ( t) ‖2 <γ‖w ( t) ‖2成立. □

4　仿真例子
　　考虑不确定线性时滞系统 (8) ,其中 i = 1 ,2 .

其参数分别为

A 1 =
- 5 0

0 1
, A 2 =

1 0

0 - 5
,

A d =
0 0

0 . 2 0 . 2
, C = [1　0 ] ,

D =
0

1
, M = M d =

0 . 2

0
,

N = [0　0. 5 ] , N d = [0 . 5　0 ] ,

F ( t) = Fd ( t) = sin t .

显然 ,系统 (8) 的两个子系统都不是渐近稳定的.但
利用定理 1 并采取切换策略 ,可使系统 (8) 渐近稳

定.选取α =ε1 =ε2 = 0 . 5 ,γ = 1/ 2 , P = Q = I ,

则

A
-

=
- 2 0

0 - 2
,

A
- T P + PA

-

+ε- 1
1 N T N +ε1 PM M T P +

PA d ( Q - ε- 1
2 N T

dN d) - 1 A T
d P +ε2 PM dM T

d P +

Q + CT C +γ- 2 PDD T P =

- 1 . 96 0

0 - 0 . 38
< 0 .

由定理 1有
Ω1 = { x ∈ R n | - 3 . 98 x 2

1 + 2 . 81 x 2
2 < 0} ,

Ω2 = { x ∈ R n | 2 . 02 x 2
1 - 3 . 19 x 2

2 < 0} .

显然Ω1 ∪Ω2 = R n \ { 0} .切换律设计如下 :

i ( t) =
1 , x ∈Ω1 ,

2 , x ∈Ω2 \ Ω1 .
(20)

图 1的仿真结果显示 ,线性不确定时滞系统 (8) 在切
换律 (20) 下是渐近稳定的.

图 1　系统 (8) 在切换律 (20) 下的状态响应

5　结 　　论
　　本文研究一类线性不确定时滞系统混杂状态

反馈 H∞鲁棒控制问题.给定一个控制器集合 ,在单

一连续的控制器不能使系统稳定且具有 H∞扰动衰

减度的情况下 ,采用混杂反馈控制策略使控制系统

的性能得以满足 ,其关键之处在于控制器切换方案

的设计.所得结果表明 ,利用控制器切换技术扩大了

控制器增益矩阵的选取范围 ,这为线性不确定时滞

系统实现其他性能要求提供了更多的可能性 ,并为

H∞控制综合问题的研究提供了新的视角.
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