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离散时间奇异系统的可测扰动解耦
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摘　要: 为离散时间广义非线性控制系统的可测扰动提供一种反演算法. 运用一类正则动态补偿器解决了系统的解

耦问题,并且证明系统既可利用动态反馈进行解耦,也可利用拟表态反馈进行解耦.
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1　引　　言
　　本文讨论一类离散时间非线性奇异控制系统的

可测扰动解耦问题. 对于这类非线性奇异系统的不

可测扰动解耦,作者已给出了其解存在的充要条件

和具体的求解方法[1 ] ,即借助于动态补偿器,在扰动

和扰动输出之间完成系统的解耦.

　　关于离散时间非线性奇异控制系统的可测扰动

解耦,其情况要复杂些. 对于非线性系统,如果动态

扰动解耦是可解的,则可使用状态反馈来解决[2 ]. 这

一问题已扩展到连续时间系统[3～ 5 ]. 对于离散时间

的情况,这一问题的全部解是利用反演算法,使得出

现确定的显函数或不变指数,最后表示成公式解[6 ].

事实上,由反演算法所定义的不变指数是系统内在

特性或算法独立系统的整数参数[7 ].

2　问题描述
　　考虑系统 2 1:

x (k + 1) = f (x (k ) , z (k ) , u (k ) ,w (k ) ) ,

g (x (k ) , z (k ) , u (k ) ) = 0,

y (k ) = h (x (k ) ).

(1)

其中:状态变量x (k ) ∈X 0 < R n ,约束变量 z (k ) ∈Z

< R l,控制变量 u (k ) ∈U < R m ,扰动变量w (k ) ∈

W < R m ,输出变量 y (k ) ∈ Y < R p , p ≤m ;映射 f :

X × Y × Z ×U ×W →R s (s≤ n) , g : X × Z ×U

→R q (q≤ n) , h: X →R p 是光滑的,即 f , g , h的任意

阶导数存在且连续.
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　　利用作者使用的特殊算法[8 ] ,可将系统化为

x (k + 1) = f (x (k ) , T 1 (k ) , T 2 (k ) ,⋯,

T Α- 1 (k ) ,w ,⋯, ΡΑ- 1w , v (k ) ).

简写为

x (k + 1) = f (xθ, v (k ) ,w{ ).

不失一般性,原系统可写成

x (k + 1) = f (x (k ) , u (k ) ,w (k ) ) ,

y (k ) = h (x (k ) ).
(2)

3　主要结果
　　通过上述运算可将离散时间奇异系统变换成

如下形式:

x ( t + 1) = f (x (x ) , u ( t) ,w ( t) ) , x (0) = x 0,

y ( t) = h (x ( t) ).

(3)

其中:状态变量 x ( t) ∈X 0 < R n ,控制变量 u ( t) ∈U

< R m ,扰动变量w ( t) ∈W < R r,输出 y ( t) ∈ Y <
R p ,这里X 0,U ,W 分别是R n , R r, R m 的开集, Y 是R m

中的开邻域,映射 f : X ×U ×W →X , h: X → Y 是

解析的,即任意阶导数存在且连续.

　　本文在子空间 X 0 ×U ×W 内的点 (x 0, u ,w )

开稠子集O 上展开讨论. 为解决系统的扰动解耦问

题,在运用迭代算法之前需作如下约定:

　　令R 为变量{x (0) , u ( t) ,w ( t) , t≥ 0}有限数的

解析函数环, k 是它的伴随商域, 即变量{x (0) ,

u (0) ,w (0) , t≥ 0}均为有限数的亚纯函数域.

　　映射 f (3 ) 定义了一个浸入,即

rankk 5f ö5(x , u ) = n.

上述域 k 可定义为如下形式的向量空间:

Ε= spank {dΥ, Υ∈ k }.

空间 Ε可表示成 3个子空间之和,即 Ε= X Ý U Ý
W . 其中

X = spank {dx (0) },

U = sp ank {du (k ) , k ≥ 0},

w = spank {dw (k ) , k ≥ 0}.

(4)

定义不同的输出空间

y = spank {dy (k ) , k ≥ 0}. (5)

由式 (3) 可知, y < Ε= X Ý U Ý W . 在迭代运算中,

需用到位移算子 ∆: R →R ,有如下定义:

∆Υ(x (0) , u ( j ) ,w (k ) ) =

Υ(f (x (0) , u (0) ,w (0) ) , u ( j + 1) ,w (k + 1) ).

算子 ∆可导出算子 ∃: Ε→ Ε,有

∃ (∑
i

a idΥi) →∑
i

(∆a id (∆Υ) , a i, Υ∈ k ).

　　与不可测扰动的情况相似,当扰动变量为可测

时,离散时间非线性系统的解耦过程也要用补偿器

(动态状态反馈) 去控制系统 2. 此补偿器可用离散

时间非线性系统方程描述为

z ( t + 1) =

Ω(z ( t) , x ( t) , v ( t) ,w ( t) ) , z (0) = z 0;

u ( t) = Υ(z ( t) , x ( t) , v ( t) ,w ( t) ).

(6)

其中: 状态 z ( t) ∈ R Λ, 新控制 v ( t) ∈ R m , Ω(3 ) 和

Υ(3 ) 是解析函数.

　　本文用 C 表示补偿器. 与不可测扰动情况相

比, C 除反馈外还包含了前馈w (k ). 在这种情况下,

解耦条件比扰动为不可测时的条件弱一些.

　　 方程 (6) 所描述的补偿器C 是正则的,如果动

态系统

x ( t + 1) =

f (x ( t) , Υ(z ( t) , x ( t) , v ( t) ) ,w ( t) ) ,

z ( t + 1) = Ω(z ( t) , x ( t) , v ( t) ,w ( t) ) ,

u ( t) = Υ(z ( t) , x ( t) , v ( t) ,w ( t) ).

(7)

输出 v ( t) 和输出 u ( t) 是可逆的. 闭环系统 (3) 和 (6)

在初始点处 (x 0, z 0) 用 2 oC 表示. 对于闭环系统 2 oC ,

定义V = spank {dv (k ) , k ≥ 0}, Z = spank {dz (0) }.

　　定义 1　在不可测扰动的情况下,系统 2 的正
则动态扰动解耦问题是可解的, 如果能找到形如式
(6) 的正则动态反馈,使得闭环系统 2 oC 的输出空间

y 3 满足 y 3 < Z Ý X Ý V .

3. 1　扰动系统的反演算法

　　Ko tta [9 ] 给出了离散时间非线性系统含扰动情

况的反演算法解,它涉及到非线性方程的求解问题.

给出另一种形式的算法解, 即用微分 dy ( t) 代替输

出的线性计算. 考虑扰动系统迭代的两种方式: 1)

运用迭代时将控制和扰动看作两个输入; 2) 运用迭

代时将扰动作为参数. 如果定义 v (u ,w ) , 则将第 1

种迭代应用到系统 2 ,这恰好是 Grizzle [2 ] 给出的相

对于v的迭代算法. 本文对系统2 采用第2种反演迭

代方式. 记

dy
δ(0) = dy (0) =

5h
5x (0) dx (0) = aλ0 (x (0) ) dx (0).

　　Step1　计算

dyδ(1) = ∆aλ0 (x (0) ) dx (1) =

aλ0 (f (x (0) , u (0) ,w (0) ) ×

[
5f

5x (0) dx (0) +
5f

5u (0) du (0) +
5f

5w (0) dw (0) ]) =

a1dx (0) + b1du (0) + c1dw (0) , (8)

其中 a1, b1, c1∈ k. 定义Θ1 = rank kb1,重排 y ( t) 的分

量,使 b1 的 Θ1 排线性独立,并将 y (1) 分解成

dyζ1 (1) = aζ1dx (0) + bυ1du (0) + cυ1dw (0) ,
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　　dy
δ

1 (1) = a
δ

1dx (0) + b
δ

1du (0) + c
δ

1dw (0).

其中 yζ1 (1) 有Θ1个元素. 因为b
δ

1的行是关于bυ1的行,

因此在 k 中存在矩阵M 1 (x (0) , u (0) ,w (0) ) ,满足 b
δ

= M 1b
δ

1,且有

dy
δ

1 (1) = aλ1dx (0) + cγ1dw (0) + eγ11
1 dyζ1 (1). (9)

　　Step k + 1 (k ≥ 0)　假定按 Step 1的作法经过

第 k 步, yζ1 (1) , yζ2 (2) ,⋯, yζk (k ) , y
δ

k (k ) 具有如下定

义:

dyζ1 (1) = aζ1dx (0) + bυ1du (0) + cυ1dw (0) ,

　　　　�
dyζk (k ) = aζkdx (0) + bυkdu (0) +

∑
k- 1

j= 0

cυj
kdw ( j ) + ∑

k- 1

i= 1
∑

k

j= k+ 1

eυij
k dyζ i ( j ) ,

dy
δ

k (k ) = aλkdx (0) + ∑
k- 1

j= 0
cυj

kdw ( j ) +

∑
k- 1

i= 1
∑

k

j= k+ 1
eυij

k dyζ i ( j ).

定义B k = (bυT
1 ,⋯, bυT

k ) T ,并令 Θk = rankkB k. 计算

dyδk (k + 1) =

ak+ 1dx (0) + bk+ 1du (0) +

∑
k

j = 0
cj

k+ 1dw ( j ) + ∑
k

i= 1
∑

k

j= i

eij
k+ 1dyζ i ( j + 1). (10)

并且定义Θk+ 1 = rankk [B T
k , bk

k+ 1 ]T. 重排 yδk (k + 1) 的

分量,使得矩阵[B T
k , bk

k+ 1 ]T 的第Θk+ 1排线性独立. 分

解 yδk (k + 1) ,使得

dyζk+ 1 (k + 1) =

aζk+ 1dx (0) + bυk+ 1du (0) +

∑
k

j= 0
cυj

k+ 1dw ( j ) + ∑
k

i= 1
∑
k+ 1

j = i+ 1
eυij

k+ 1dyζ i ( j ) ,

dyδk+ 1 (k + 1) =

aδk+ 1dx (0) + b
δ

k+ 1du (0) +

∑
k

j= 0
cδj

k+ 1dw ( j ) + ∑
k

i= 1
∑
k+ 1

j = i+ 1
eδij

k+ 1dyζ i ( j ).

其中 yζk+ 1 (k + 1) 有 Θk+ 1 - Θk 个元素. 记B k+ 1 =

[B T
k , bυT

k+ 1 ]T. 因为 b
δ

k+ 1排与B k+ 1排相关,因此在 k 内

存在矩阵M k+ 1,满足 bδk+ 1 = M k+ 1B k+ 1,使得

dyδk+ 1 (k + 1) =

aλk+ 1dx (0) + ∑
k

j= 0
cγj

k+ 1dw ( j ) +

∑
k+ 1

i= 1
∑
k+ 1

j= i

eγij
k dyζ i ( j ). (11)

第 Step k + 1步结束.

3. 2　线性迭代解

　　Ko tta 利用反演算法, 通过确定函数给出了动

态不可测扰动解耦问题可解的充分必要条件, 对其

证明稍加修改,可将这一结果描述成如下定理:

　　定理 1　假定非线性系统是一般浸入,则系统
(3) 的正则动态可测扰动解耦问题几乎处处可解,

当且仅当 k ≥ 0时,有

dyδu
k (k + 1) = aλkdx (0) + ∑

k

i= 1
∑

k

j= i

eγij
k dyζu

i ( j ).

(12)

　　 条件 (12) 说明对于每个 k , 在反演迭代的第 k

步,函数 y
δu

k (k ) 不依赖于{w ( j ) , 0≤ j ≤ k }. 与不可

测的情况相似,本文给出与条件 (12) 等价的条件.

　　命题 1　下述两个条件是等价的:

　　1) 对于 k ≥ 0,有

dy
δu

k (k + 1) =

ak+ 1dx (0) + bk+ 1du (0) +

∑
k

i= 1
∑

k

j= i

eij
k+ 1dyζu

i ( j + 1) ;

　　2) ∃ (X ∩ Y ) < X Ý U.

　　命题 1的证明实际上是说,对于系统 (3) 控制 u

应用反演算法,导出了子空间 (X ∩W ) ∩ Y 的一组

基.

　　引理 1[9 ]

(X ∩W ) ∩ Y ,

spank {dyδu
k (k ) - ∑

k

j= 1
∑

k

i= j

eγij
k dyζu

i ( j ) , k ≥ 0} =

spank {aλkdx (0) + ∑
k- 1

j = 0
cγj

kdw ( j ) , k ≥ 0}.

　　由引理 1,命题 1条件 2) 可写成

dyδu
k (k ) - ∑

k

j= 1
∑

k

i= j

eγij
k dyζu

i ( j ) = aλkd (0). (13)

因此可得出如下结果:

　　定理 2　假定非线性系统 2 是一般浸入,则系

统可测扰动的正则动态扰动解耦问题可解, 当且仅

当

∃ (X Ý W ) < Y. (14)

3. 3　拟静态状态反馈

　　离散时间系统的拟静态状态反馈 u, 是由状态

空间 x 和新控制 v 所描述的,一般写成

u ( t) = Υ(x ( t) , v ( t) , v ( t + 1) ,⋯, v ( t + Β) ) , (15)

v ( t) = Ν(x ( t) , u ( t) , u ( t + 1) ,⋯u ( t + Β) ). (16)

只有式 (15) 才可用于综合反馈,式 (16) 只反映反馈

的性质. 本文作出的 u 不包括动态条件 (Β = 0) , 因

此所选用的反馈是静态反馈. 下面给出可测扰动反

馈的选取方法.

　　 定理 3　对于一般浸入非线性系统 2 ,在可测

扰动的情况下,选取形如式 (15) 和 (16) 的反馈能够
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解耦,当且仅当条件 (14) 成立.

　　 证明　充分性: 条件 (14) 保证了应用反演算

法到 2 ,相对于控制 u 给出了算法 (最后的) 第 Α步,

即

dyζu
1 (1) = aζ1dx (0) + bυ1du (0) ,

　　　　�
dyζu

Α(Α) = aζΑdx (0) + bυΑdu (0) +

　　　　∑
Α- 1

i= 1
∑

Α

j= i+ 1
eυij

Αdy u
i ( j ).

经过输入的重排, 得到关于 du 1 = (du 1,⋯, duΘ3 ) T

的唯一解,定义 du 2 = (duΘ3 + 1,⋯, dum ) T. 即在每处

几乎都存在函数 Υ和A a ,满足局部的

u 1 ( t) = Υ(x ( t) , yζu
i ( t + j ) , u 2 ( t) ) ,

　1≤ i≤ Α, i≤ j ≤ Α;

yζu
1 ( t + 1)

�
yζu

Α( t + Α)

=

A a [x ( t) , Υ(3 ) , u 2 ( t) , yζu
k ( t + l) ],

　1≤ k ≤ Α- 1, k + 1≤ l≤ Α. (17)

　　现用下述方法构成形如式 (15) 的拟静态状态

反馈:

u 1 ( t) = Υ(x ( t) , vζ i ( t + r) , v 2 ( t) ) ,

u 2 ( t) = v 2 ( t).
(18)

其中: 1≤ i≤ Α, 0≤ r≤ Α- i.

　　由式 (17) 得出补偿器 (18) 应用于 2 ,对于 k =

1,⋯, Α,可导出

yζu
k ( t + k ) = vζk ( t) , t≥ 0.

对于 k ≥ 0,有

dyδu
k (k ) - ∑

k

i= 1
∑

k

j= i

eγij
k dyζ i ( j ) ∈X .

因此用反馈 (18) 便解决了扰动解耦问题.

　　 必要性: 假定条件 (14) 不成立, 即对某些 k ≥

0, yδu
k ( t + 1) 依赖于w . 为记法简单,假定 k = 0 (k 为

其他值时证明相似) ,则有

dyδ0 (1) = a1dx (0) + b1du (0) + c1dw (0).

(19)

因此状态反馈 (15) 解决了系统 Ρ的扰动解耦问题.

在这种情况下, 式 (19) 已不依赖于 w , 如果在式
(19) 中用式 (15) 的右端代替 Λ,则式 (15) 不依赖于

w 是不可能的,除非式 (15) 施加约束 c1 (x , u ,w ) =

0. 但与式 (16) 矛盾. 从而必要性得证. □

4　结　　语
　　比较定理 2和定理 3的条件可得出结论: 对于

一般浸入的非线性系统 2 ,在扰动可测的情况下,经

由拟静态状态反馈可解, 当且仅当系统可被正则动

态状态反馈解耦. 对于系统 2 动态扰动的可解性,本

文给出了利用线性迭代求解的充要条件, 并且证明

了用拟静态状态反馈与用动态状态反馈解耦的条件

是等价的. 利用本文的算法解耦,在实际应用中更加

有效.
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