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部分信息下极大终止时期望对数效用及价值测算
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摘　要: 研究部分信息下极大化终止时刻期望对数效用的最优投资策略问题. 代替随机动态规划方法,利用 Itoδ公式

及非线性滤波技术,直接导出了部分信息下最优投资策略的显式解,并给出了简洁的信息价值测算公式.
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Abstract: T he p rob lem of m axim izing the expected logarithm ic u tility from term inal w ealth under the case of part ia l

info rm ation is dealt w ith. A n exp licit so lu tion to the op tim al stra tegy is p resen ted by m eans of the non linear filter

and Itoδ′s fo rm ula. A concise fo rm ula is p ropo sed fo r the valuation of info rm ation.
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1　引　　言
　　投资本质上可分为风险投资和无风险投资,如

何分配风险资产与无风险资产的投资比例, 是投资

者经常需要面对的问题. 在完备信息假设下,对于投

资者极大化终止时刻期望效用问题已有较系统的研

究[1 ]. 但是,完备信息假定风险资产价格动态方程中

的布朗运动W 及漂移系数是可直接观测的,显然这

不符合实际, 因为二者是建模时虚构的数量. 或者

说,投资者所掌握的信息流不可能是布朗运动W 生

成的 Ρ2域流 {F t}0≤t≤T (完备信息) ,而是其中的一部

分, 即过去观测到的价格所生成的信息流

{G t}0≤t≤T (部分信息) ,故只有{G t}0≤t≤T 2适应的过程
才是可观测的, 投资者的决策依据是信息流

{G t}0≤t≤T. L akner [2, 3 ] 运用鞅方法, 在部分信息条件

下取得了重要进展, 但文献 [ 2 ] 没有给出最优投资

策略, [ 3 ] 假定漂移过程是具有均值保持特性的

O rn stein2U h lenbeck 过程, 且二者均未研究信息价

值测算问题; [ 4 ] 和[ 5 ] 分别得到了投资者极大化生

命期期望消费效用的策略, [ 5 ] 还进一步研究了信

息价值测算.

　　与上述内容不同,本文研究的是部分信息下极

大化终止时刻期望对数效用及信息价值测算问题.

建立了部分信息下的投资模型, 并运用非线性滤波

技术, 给出风险资产平均收益率的最优估计. 利用

Itoδ公式, 导出对数效用时的显式解, 并进一步提供

了一个简单的信息价值计算公式.
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2　部分信息下的投资模型
　　考虑在时间段[ 0, T ] 内组合投资问题,投资者

面临的经济环境是不确定的, 它随着时间的变化而

变化. 为刻画这种随机环境, 引入概率空间{8 , F ,

P },其中每个 Ξ∈ 8 代表直到时刻 T 才最终确定的

一个经济状态. 假设市场上有两种资产,价格动态方

程为

dB t = rtB td t,

dS t = ΛtS td t + ΡtS tdW t,
0≤ t≤ T , (1)

其中随机过程W = {W t}0≤t≤T 为布朗运动. 记

F t = Ρ(W u; 0≤ u ≤ t) ,

G t = Ρ(S u; 0≤ u ≤ t).

过程{Λt}0≤t≤T 为{F t}0≤t≤T 2适应的; 过程{rt}0≤t≤T ,

{Ρt}0≤t≤T 为{G t}0≤t≤T 2适应的.

　　 以往均假设投资者所掌握的信息流是

{F t}0≤t≤T ,即投资者可观测到布朗运动及风险资产

平均收益率在过去的所有取值,显然这不合实际. 事

实上,投资者所观测到的只是过去的资产价格,即所

掌握的信息流应为{G t}0≤t≤T , 从而必须对平均收益

率进行估计. 对此,进一步假设Ρt≡Ρ(常数) > 0,过

程{Λt}0≤t≤T 满足随机微分方程 (状态方程)

dΛt = aΛtd t + bdW t, 0≤ t≤ T , (2)

其中 a 和 b为标量常数.

　　设投资者具有初始财富X 0,采用自融资交易策

略. 假设在任意时刻 t, 投资者将比例为 Πt 的财富

ΠtX t购买风险资产,其余全部投资于无风险资产,则

其财富过程X 是如下随机微分方程的解:

dX t = [ r t + Πt (Λt - r t) ]X td t +

ΡΠtX tdW t, 0≤ t≤ T. (3)

考虑到部分信息,过程{Λt}0≤t≤T必须是{G t}0≤t≤T - 适

应的. 综上所述,投资选择问题可叙述为

m ax
{Πt}0≤t≤T

E [U (X T ) ]. (4)

约束条件

dS t = ΛtS td t + ΡS tdW t,

dΛt = aΛtd t + bdW t,

dX t = [ r t + Πt (Λt - r t) ]X td t + ΡΠtX tdW t.

(5)

其中: {S t}0≤t≤T 为观测过程, {Λt}0≤t≤T 为不可观测的

状态过程. 因此, 式 (4) 和 (5) 是部分可观测的动态

系统最优化问题.

3　平均收益率的非线性滤波估计
　　 借助文献[ 6 ] 的结论, 导出平均收益率的非线

性滤波估计. 记

m t≡ E [ΛûG t ], Χt≡ E [ (Λt - m t) 2ûG t ]. (6)

　　引理 1　若条件分布 F G0
(x ) = P (Λ0≤ x ûG 0)

是均值为m 0,方差为 Χ0的正态分布 (a. s) ,则条件分

布F G t
(x ) = P (Λt≤x ûG t) 也是正态的 (a. s) ,其均值

与方差分别为m t和 Χt.

　　证明参见文献[ 6 ] 中定理 11. 1.

　　于是m t是 Λt在获得信息G t 后的最优估计. 由

文献[ 6 ] 的定理 12. 1,得估计m t, Χt满足如下条件:

　　引理 2　假设随机过程{Λt, S t}0≤t≤T 满足

dΛt = aΛtd t + bdW t,

dS t = ΛtS td t + ΡS tdW t,
0≤ t≤ T , (7)

条件分布 P (Λ0 ≤ x ûG 0) 为正态分布N (m 0, Χ0) , 则

在适当条件下[6 ] ,有

dm t = am td t + (b +
Χt

Ρ ) ×

　　 1
Ρ (dS t

S t
- m td t) ,

Χαt = 2aΧt + b2 - (b +
Χt

Ρ ).

(8)

　　记 + ≡ aΡ2 - bΡ. 对式 (8) 求解得

Χt =

Χ0Ρ2

Χ0 t + Ρ2 , + = 0,

2+ [1 - (1 +
Χ0

2+ - Χ0
exp (2+ t

Ρ2 ) )
- 1

], + ≠ 0.

(9)

　　定义新息过程,其微分为

dW{ t≡ 1
Ρ (dS t

S t
- m td t). (10)

由滤波理论[6 ] ,过程W{ = {W t}0≤t≤T 关于概率 P 及

Ρ2域流{G t}0≤t≤T 为布朗运动. 因策略是自融资的,

故 dX t = ΠtX t
dS t

S t
+ (1 - Πt)X tr td t. 所以式 (3) 可表

示为

dX t = [ r tX t + (m t - rt) ΠtX t ]d t +

ΡΠtX tdW{ t. (11)

同样的,结合式 (8) 和 (10) 容易得到

dS t = m tS td t + ΡS tdW{ t,

dm t = am td t + (b +
Χt

Ρ ) dW{ t.
(12)

4　对数效用与显式解
　　对数效用函数U (õ) = ln (õ) 为常见双曲绝对

风险回避函数 (HA RA ) 的一种, 其绝对风险回避

A rrow 2P rat t 系数为财富水平的倒数, 体现了投资

者财富越多,风险厌恶程度越小的普遍心态,因其简

单实用而被诸多文献引用[7 ]. 为得到明确的结果,设
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U (õ) = ln (õ) , r t≡ r, a = b = 0. 于是由式 (9) , (11)

和 (12) ,最优化问题可具体表述为

m ax
{Πt}0≤t≤T

E [ ln (X T ) ]. (13)

约束条件

dm t =
Χt

Ρ dW{ t,

dX t = [ r + Πt (m t - T ) ]X td t +

　　　ΡΠtX tdW{ t,

Χt =
Χ0Ρ2

Χ0 t + Ρ2.

(14)

该优化问题可用随机动态规划求解,但本文运用Itoδ

公式直接导出最优解, 极大地简化了计算. 为此, 定

义间接效用函数

J ( t,m t, X t) ≡ m ax
{Πu} t≤u≤T

E [ ln (X T ) ûG t ]. (15)

根据 Itoδ公式,有

ln (X T ) = ln (X t) +∫
T

t [ r + Πu (m u - r) -

1
2

Π2
uΡ2 ]du +∫

T

t
ΠuΡdW{ u. (16)

根据随机积分性质得到

J ( t,m t, X t) =

ln (X t) + m ax
{Πu} t≤u≤T

E [∫
T

t
( r + Πu (m u - r) -

1
2

Π2
uΡ2) duûG t ]. (17)

该问题有唯一最优解

Πu =
m u - r

Ρ2 , t≤ u ≤ T. (18)

将式 (18) 代入 (17) 得间接效用函数

J ( t,m t, X t) = ln (X t) + r (T - t) +

1
2Ρ2∫

T

t
E [ (m u - r) 2ûG t ]du. (19)

由式 (14) 知

m u = m t +∫
u

0

Χ0Ρ
Χ0Σ+ Ρ2dW{ Σ, t≤ u ≤ T. (20)

所以,关于G t,m u 是条件正态的

m u～ N (m t,
Χ2

0Ρ2 (u - t)
(Ρ2 + Χ0 t) (Ρ2 + Χ0u ) ). (21)

故通过繁琐的推导,由式 (19) 导出间接效用函数的

显式解

J ( t,m t, X t) =

ln (X t) + r (T - t) +
Χ0 (T - t)

2 (Ρ2 + Χ0 t)
-

1
2

ln (Ρ
2 + Χ0T

Ρ2 + Χ0 t ) +
1

2Ρ2 (m t - r) 2 (T - t). (22)

于是得到下面定理:

　　定理 1　在任意时刻 t,部分信息下的最优投资

决策问题式 (13) 和 (14) 的最优投资比例为

Πt =
m t - r

Ρ2 , (23)

对应的间接效用函数为式 (22). 特别地,当 t = 0时,

最优目标函数 (13) 为

J (0,m 0, X 0) =

ln (X 0) + [ r +
Χ0 + (m 0 - r) 2

2Ρ2 ]T -

1
2

ln (Ρ
2 + Χ0T

Ρ2 ). (24)

　　注 1　因{m u} t≤u≤T 与决策{Πu} t≤u≤T 无关,故式

(18) 成立;否则,需用随机动态规划求解.

5　对数效用时信息价值测算
　　假设市场上有一个内部交易者,他比别人掌握

了更多的市场信息,以至于在时刻零后,他就准确地

知道随机变量 Λ的取值,即他掌握了完备信息. 直观

上, 他必定获得比非内部交易者更大的效用值式

(24). 显然, 二者的差额记为V , 反映了该内部交易

者所掌握的信息价值. 文献 [ 5 ] 解决了极大化生命

期消费总效用的信息价值测算, 而本文讨论极大化

终止效用. 首先给出下面定理:

　　 定理 2　 设投资者掌握了完备信息流

{F t}0≤t≤T ,风险资产平均收益率 Λ为 F 0 可测的随机

变量,服从正态分布

Λ～ N (m 0, Χ0) , (25)

其中m 0, r0 为已知常数. 则得完备信息下的最优目

标函数值为

J F = ln (X 0) + [ r +
Χ0 + (m 0 - r) 2

2Ρ2 ]T. (26)

　　证明　对 ln (X T ) 运用 Itoδ公式及随机积分性
质,得

m ax
{Πu} t≤u≤T

E [ ln (X T ) ûF t ] =

ln (X t) + m ax
{Πu} t≤u≤T

E [∫
T

t
( r + Πu (Λ - r) -

1
2

Ρ2Π2
u) duûF t ].

与式 (18) 一样,有最优解 Π3
u =

Λ - T
Ρ2 . 于是利用条

件期望的性质,得

　J F = m ax
{Πt}0≤t≤T

E [E ( ln (X T ) ûF 0) ] ≤

　E [ m ax
{Πt}0≤t≤T

E ( ln (X T ) ûF 0) ] =

　E [ ln (X 0) + ( r +
(Λ - r) 2

2Ρ2 ) T ] ≤
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　 m ax
{Πt}0≤t≤T

E [E ( ln (X T ) ûF 0) ].

最后,由 Λ的正态性,定理得证. □

　　另一方面, 若投资者只获得部分信息, 则由定

理 1,他得到的最大期望效用为

J P = ln (X 0) + [ r +
Χ0 + (m 0 - r) 2

2Ρ2 ]T -

1
2

ln (Ρ
2 + Χ0T

Ρ2 ). (27)

比较式 (26) 与 (27) 得到如下信息价值测算公式:

　　定理 2 (内部交易者获得的) 信息价值为

V ≡ J F - J P = ln (1 +
Χ0

Ρ2 T ). (28)

6　结　　论
　　1) 信息价值公式 (28) 的计算很简单,易于投资

者操作. 例如, 由观测到的风险资产历史价格序列,

借助随机过程统计学[6 ] 及金融计量学[8 ] 理论,导出

参数 Χ0, Ρ的估计值; 然后根据目标期 T 的大小, 由

式 (28) 计算出信息价值V . 2) 信息价值只与Χ0, T 和

Ρ有关,无风险资产平均收益率 Λ的不确定性 Χ0 越

大,信息价值越大;目标期T 越长,信息价值越大;无

风险资产价格波动性 Ρ越大,信息价值越小. 所有这

些,与直观是相吻合的,但直观无法给出它们之间的

精确数量关系. 3) 文中得到的信息价值式 (28) 对投

资者决策具有参考意义,如:是否值得去寻求内部信

息决定于信息价值与信息成本的差额;此外,结合该

公式与基于消费的资产定价模型 (CCA PM ) , 有可

能得到更深刻的资产定价理论. 4) 若投资者的效用

函数不是对数型, 或风险资产的变动不满足式 (1)

和 (2) ,则式 (28) 不成立,相关结果的推算是一个有

待解决的问题,根据本文分析,不可能得到解析解.
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5　结　　论
　　本文对具有未知恒定参数的随机系统的学习与
控制问题进行了研究,提出了基于两级参数算法的
对偶控制方法. 原问题采用目标函数 (4)是不可解
的,而采用效用函数 (5)代替原目标函数,再利用两
级参数算法求解控制信号,问题则变得非常容易. 尽
管所得的解仍是次优的,但它具有对偶特性,对未知
参数的学习能力和对输出的调节作用较强. 与

T SDC的比较结果表明, 本文控制策略可得到更好
的参数辨识结果与控制性能. 本文提出的对偶控制
方法只适用于未知参数恒定的情况,对于未知参数
变化的随机控制问题是继续研究的方向.
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