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具有饱和执行器线性系统的综合PLCöVSC控制
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摘　要: 基于LQ 理论和变结构方法,导出一种带有饱和执行机构和不确定性线性系统的混合 PL CöV SC 控制律. 引

入一组嵌套的L yapunov级集,并根据分段L yapunov函数导出控制律,该控制律含有不连续控制项和趋近率项. 利用

L yapunov函数方法分析了闭环系统的稳定性. 结合简化单摆系统验证了设计方法的有效性,在抗干扰能力和减少超

调量上反映出所提出的控制器具有比PL C 和PL CöL H G更佳的性能.
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Abstract: A com bined PL CöV SC law , based on LQ theo ry and V SC m ethod, is derived fo r system s w ith satu rat ing

actuato rs and uncerta in t ies. T he nested L yapunov level sets are in troduced such that con tro l m ay be p ropo sed based

on the derivative of the p iece2w ise L yapunov functions. T he derived con tro l law contains discon tinuous term and ten2
dency2ra te term. T he stab ility of the clo sed2loop system is analyzed using L yapunov function m ethod. T he PL Cö

V SC schem e is demonstra ted fo r the linearized dynam ics of the simp le pendu lum. T he sim ulation resu lts of PL Cö

V SC are m uch better than tho se of PL C o r PL CöL H G in the sense of distu rbance reject ing, transit ion and over2
shoo t.

Key words: PL C; V SC; L yapunov level sets

1　引　　言
　　任何物理执行器都受到饱和制约. 若在设计控

制器时,忽视控制输入的制约,则控制系统性能将受

到严重影响. 所以,近年来许多学者对具有饱和输入

执行器的线性系统提出了多种控制器设计方法. 如

文献[ 1 ]采用分段LQ 控制得到PL C 控制器,这种控

制器实际上是一种根据系统所处状态进行LQ 控制

器分段切换的控制器;文献[ 2 ]在[ 1 ]的基础上,引入

低增益控制和高增益控制,并进行迭加, 得到L H G

(低高增益)控制器. 可通过对L H G 控制器参数的适

当选择,使得闭环系统对输入干扰和不确定性具有

一定的抑制能力; 文献[ 3 ]结合了[ 1 ]和 [ 2 ]的优点,

得到了综合 PL CöL H G 设计方法,分析了闭环系统

的稳定性,并将其推广到具有执行器速度制约的线

性系统有效控制器设计.

PL C 方法是针对具有饱和输入的确定性线性

系统而提出的控制器设计方法,可避免控制输入的

饱和,但其鲁棒性较差[1, 2 ]. L H G设计方法考虑了输
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入附加干扰和不确定性,从而提高了系统的控制性

能,但其控制增益参数的确定比较困难,尤其在综合

PL CöL H G 算法的实现上, 控制器的参数确定更为

复杂. V SC 是一种对输入附加干扰和不确定性具有

极强鲁棒性的设计方法[4 ] , 而由PL C 设计,可得到

相应的分段L yapunov 函数级集,并且级集是依次嵌

套的. 这样,只要在原有PL C 控制器的基础上,迭加

一个由V SC 趋近控制项与继电控制项组成的控制

项,即可克服输入干扰和不确定性的影响. V SC 的

趋近控制项相当于L H G 控制律中的高增益项,可提

高控制性能;而V SC 的继电控制项可提高闭环系统

的鲁棒性.

本文给出了PL C 设计算法,分析PL C 相应的分

段L yapunov函数级集,迭加V SC 控制项,得到综合

PL CöV SC 控制器设计算法,并进行稳定性分析. 结

合单摆控制问题,验证了本文控制器设计算法的有

效性.

2　问题的描述
　　考虑具有执行器位置饱和、输入干扰和不确定

性的线性系统

xα= A x + B Sat∃ (u + f (x ) + d ) ,

x (0) ∈X < R n , u ∈R m , (1)

其中饱和函数Sat∃ (õ) 见定义 1. 局部L ip sch itz函数

f : R n→R m 表示输入附加不确定性, d为输入附加干

扰.

定义 1　对 v = [v 1,⋯, vm ], ∃ = [∃1,⋯, ∃m ],

∃ i > 0, i = 1,⋯,m , Sa t∃ (v ) 定义为

Sat∃ (v ) = [Sa t∃1
(v 1) ,⋯, Sa t∃m

(vm ) ],

Sat∃ i
(v i) = m in{∃ i, ûv iû}sgn (v i).

(2)

　　对系统 (1) 引入如下定义和假设:

假设 1　矩阵对 (A ,B ) 为可控对.

假设 2　干扰 d 和不确定性 f (x ) 满足

‖f (x ) + d‖≤ g 0 + g 1‖x‖ (3)

的范数有界条件,且非负参数 (g 0, g 1) 已知.

定义 2　称

xα= A x + B Sat∃ (u ) , x (0) ∈X < R n , u ∈R m

(4)

为系统 (1) 的标称系统.

定义 3　称数据集合 (g 0, g 1, ΕN ) 为状态反馈可

允许的,如果 g 0, g 1 为非负实数, 则 Z∞ 为包含原点

的内部点R n 子集.

本文的设计任务是: 基于 PL C 及V SC, 设计状

态反馈综合 PL CöV SC 控制器, 在执行器受到制约

的情况下,使系统 (1) 从初始状态集合 x (0) ∈X 的

任意位置出发,在有限时间内到达 R n 子集 ΕN. 一旦

进入 ΕN , 将保留在该子集中, 并渐近地趋向于系统

原点.

3　控制器的设计
3. 1　PLC设计算法

考虑系统 (1) 的标称系统 (4) , 首先给出系统

(4) 的 PL C 控制器设计算法. 该算法基于 LQ

R icca ti方程

A ′P + PA + PA R - 1B ′P + I = 0. (5)

其中: R = diag (# ) = diag (Σ1,⋯, Σm ) , Σi > 0, i = 1,

⋯, m , 这些参数的数值将在下面的算法中确定.

PL C 设计的关键是有关L yapunov 函数级集的结

论,即:

引理 1[1 ]　 对于由系统 (4) 及 LQ 控制律: u

= - R - 1B ′P x 所组成的闭环系统,L yapunov级集

Ε(P , Θ) = {x : x′P x ≤ Θ, Π Θ> 0} (6)

是不变集,在 x ∈ Ε(P , Θ) 时,控制输入量不出现输

入饱和.

注 1　为了保证不出现输入饱和, 需要合理地

选择参数 Ε, Θ, 其目标是通过分段地改变状态反馈

增益,保证在任何状态下不出现输入饱和的前提下,

使轨迹逐步达到稳定原点,具体参见文献[ 1 ].

根据文献 [ 1 ] 中的研究结果, 可按以下迭代算

法:

# n+ 1 = ΘΥ(# n) ,

Υ(# n) = (Υ1 (# n) ,⋯, Υm (# n) )′,

Υi (# n) =
1
∃ i

(b′iP bi)
1
2 , i = 1,⋯,m ,

A ′P (# n) + P (# n)A -

P (# n)B R - 1 (# n)B ′P (# n) + I = 0,

R = diag (# n) = diag (Σ1n ,⋯, Σm n).

(7)

得到保证不出现执行器饱和的控制律: u =

R - 1 (# )B ′P (# ) x , 并可确定Θ所对应的 # = lim
n→∞

# n ,

以及矩阵 P.

注 2　可以看出,对于给定的状态,为了保证控

制输入不出现饱和, Θ越大, 其反馈增益应越小. 设

定合理的 Ε0, Θ0 是该控制方法的基础,文献[ 1 ] 给出

了一种“验算⋯A R E 求解⋯ 有效确认”的循环算

法. 根据迭代公式,首先预设一个 Θ0, 并确定相应的

固定点 # (Θ0) ;求解对应的A R E方程,得到P (Θ0) 和

Ε0: x T P (Θ0) x 0 = Θ0;根据初始条件计算x T
0 P (Θ0) x 0 -

Θ0, 如果 x T
0 P (Θ0) x 0 - Θ0 > 0, 则增加 Θ0, 重新计算
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Ε0; 如果x T
0 P (Θ0) x 0 - Θ0 < 0,则减少Θ0,重新计算Ε0.

最终得到合理的 Ε0 和 Θ0.

有关上述迭代算法的收敛性和固定点的唯一

性,可参见文献[ 1 ]. 研究表明,当Θ分别取Θ1, Θ2时,

如果Θ1 > Θ2,那么其对应矩阵 P 1, P 2满足: P 2öΘ2 -

P 1öΘ1 > 0, 可进一步得出 Ε2 < Ε1. 如果选择 Θi =

Θ0 (∃Θ) i, ∃Θi < 1, i = 1,⋯,N ,将式 (7) 根据Θi得到

的 P 和Ε分别记为: P i和Εi,并可得出ΕN < ΕN - 1 < ⋯
< Ε1 < Ε0. 因此系统 (4) 的 PL C 设计算法如下:

Step1　对于给定的初始条件 x (0) ∈X < R n ,

选择初始级集

Ε0 = inf
Θ

{Ε(P , Θ) : X < Ε(P , Θ) }. (8)

式 (8) 所对应的Θ即为Θ0,相应的P 和# 分别记为P 0

= P (# 0) , # 0,使得对于 x ∈ Ε0,有

x′P (# 0) x ≤ Θ0,

A ′P (# 0) + P (# 0)A -

P (# 0)B R - 1 (# 0)B ′P (# 0) + I = 0,

R 0 = diag (# 0).

(9)

　　由文献 [ 1 ], 此时保证了在 Ε0: x TP (Θ0) x = Θ0

时,控制输入不会出现饱和现象.

Step2　令Θ1 = Θ0∃Θ, ∃Θ∈ (0, 1) ,利用迭代算

法 (7) ,确定相应的 # 1, P 1 = P (# 1) , 使得对于 x ∈

Ε1,有

x′P (# 1) x ≤ Θ1,

A ′P (# 1) + P (# 1)A -

P (# 1)B R - 1 (# 1)B ′P (# 1) + I = 0,

R (# 1) = diag (# 1) ,

Ε1 = {x : x′P (# 1) x ≤ Θ1},

(10)

　　　　　�
由文献[ 1 ] 可知,此时得到的 Ε1 和 Θ1 保证了控

制输入在 Ε1: x TP (Θ1) x = Θ1 时不会出现饱和现象.

StepN　令ΘN = Θ0 (∃Θ) N , ∃Θ∈ (0, 1) ,利用迭

代算法 (7) ,确定相应的 # N , P N = P (#N ) ,使得对于

x ∈ ΕN ,有

x′P (#N ) x ≤ ΘN ,

A ′P (# N ) + P (# N )A -

P (# N )B R - 1 (# N )B ′P (# N ) + I = 0,

R (#N ) = diag (# N ) ,

ΕN = {x : x′P (# N ) x ≤ ΘN },

(11)

最后,根据上述结果,构造 PL C 控制律为

uPLC =
- R - 1 (# i)B ′P (# i) , x ∈ ΕiöΕi+ 1;

- R - 1 (# N )B ′P (# N ) , x ∈ ΕN.
(12)

　　注 3　N 的确定与系统的控制要求有关, 对于

步骤N ,要求在保证控制输入不出现饱和的前提下,

确保 ΕN = {x : x T P (# N ) x ≤ ΘN }. 对于实际系统,因

干扰的影响,而得不到及时的控制输入补偿,可导致

状态 x 偏离ΕN , x 要逐步再回到区域ΕN 中. 大量的计

算表明, 在初始条件确定的前提下, 选择较大的N

可保证控制信号的缓慢变化, 从而提高控制效益和

控制精度. 但当N 选择较大时, 将导致控制器的复

杂性,一般N 选取范围为 5～ 100.

注 4　x ∈ ΕiöΕi+ 1,即 x 位于区域 Εi～ Εi+ 1.

3. 2　 具有饱和执行器确定性线性系统的综合

PLCöVSC控制律设计算法

定理 1　 考虑系统 (4) , 在利用算法 1 构造

L yapunov函数级集的同时, 控制律可采用如下形

式:

u i
j = ∃ j sgn (u i

PLC j
) ,

u =
u i, x ∈ ΕiöΕi+ 1;

uN , x ∈ ΕN.
(13)

其中

u i
PLC = - R - 1 (# i)B ′P (# i) x = (u i

PLC1 ,⋯, u i
PLCm

)′,

u i = [u i
1,⋯, u i

m ]′.

闭环系统状态将在有限时间内到达区域 ΕN ,并且一

旦进入该区域将使闭环系统状态渐近地趋向于零.

证明　因为 u i
j = ∃ i sgn (u i

PLC j
) ,控制输入不会

出现饱和现象. 根据 PL C 设计算法, 可得出 Ε0, Ε1,

⋯, ΕN 是嵌套的,即

ΕN < ΕN - 1 < ⋯ < Ε1 < Ε0.

现在设 x ∈ ΕiöΕi+ 1,选取L yapunov函数

V i = x′P (# i) x ,

可得出上述 L yapunov 函数沿着闭环系统 (4) 和

(13) 轨迹的时间导数为

Vα
i = - x′x - x′P (# i)B R - 1 (# i)B ′P (# i) x +

2x′P (# i)B (Sat∃ (u i) - u i
PLC) =

- x′x - x′P (# i)B R - 1 (# i)B ′P (# i) x -

2∑
m

j= 1
# j iu

i
PLC j

(∃ j sgn (u i
PLC j

) - u i
PLC j

).

考虑到 x ∈ ΕiöΕi+ 1 时, ûu i
PLC j

û ≤ ∃ j ,则有

Vα
i≤- x′x - x′P (# i)BP - 1 (# i)B ′P (# i) x ≤ 0.

　　 由文献[ 1 ], 在控制律 (13) 的作用下, 系统 (4)

将从初始位置,依次进入嵌套级集Ε0, Ε1,⋯, ΕN. 一旦

引入 ΕN ,按相同的方法可证明

Vα
N ≤- x′x - x′P (# N )BP - 1 (# N )B ′P (# N ) x ≤ 0.

当且仅当 x = 0时,等式成立. □
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3. 3　具有输入附加不确定性和干扰且执行器饱和

的线性系统综合 PLCöVSC控制算法

当系统 (4) 受到输入干扰和不确定性时, 控制

律 (12) 不具有干扰抑制能力,从而闭环系统的鲁棒

性较差. 为此,本文进一步研究系统 (1) ,在上述 uPLC

的基础上, 迭加V SC 控制项,以抵消干扰及不确定

性对系统运行性能的影响.

定理 2　对于系统 (1) ,当满足假设 1和假设 2

时,引入基于 PL C 的下列改进控制律:

u =

- R - 1 (# i)B ′P (# i) x - k i0 (g 0 + g 1‖x‖) ×

sgn (R - 1 (# i)B ′P (# i) x ) - k i1R
- 1 (# i)B ′P (# i) x ,

　　x ∈ ΕiöΕi+ 1, k i0 > 1, k i1 > 0;

- R - 1 (# N )B ′P (#N ) x - kN 0 (g 0 + g 1‖x‖) ×

sgn (R - 1 (# N )B ′P (# N ) x ) - kN 1R
- 1 (# N )B ′P (# N ) x ,

　　x ∈ ΕN , kN 0 > 1, kN 1 > 0.

(14)

可以保证闭环系统顺序地进入嵌套级集: Ε0, Ε1,⋯,

ΕN ,从而在有限时间内达到ΕN. 同时,一旦进入ΕN ,系

统状态将趋向于零.

证明　根据上述 PL C 设计算法,可以得出 Ε0,

Ε1,⋯, ΕN 是嵌套的,即 ΕN < ΕN - 1 < ⋯ < Ε1 < Ε0. 设

x ∈ ΕiöΕ+ 1,选取L yapunov函数V i = x′P (# i) x ,可

得出上述L yapunov 函数沿着闭环系统 (1) 和 (14)

轨迹的时间导数为

Vα
i =

- x′x - x′P (# i)B R - 1 (# i)B ′P (# i) x +

2x′P (# i)B (Sat∃ (u + f (x ) + d ) - u i
PLC) ≤

- x′x - x′P (# i)B R - 1 (# i)B ′P (# i) +

2x′P (# i)B [Sat∃ (u i
PLC (1 + k i1) +

(k i0 - 1) (g 0 + g 1‖x‖) sgn (u i
PLC) ) - u i

PLC ].

令

h i
j = u i

PLC j
(1 + k i1) + (k i0 - 1) (g 0 +

g 1‖x‖) sgn (u i
PLC) ,

可得 ûh i
j û ≥ ûu i

PLC j
û. 因为

Sat∃ (v ) = [Sa t∃1
(v 1) ,⋯, Sa t∃m

(vm ) ],

Sat∃ i
(v i) = m in{∃ i, ûv iû}sgn (v i) ,

同时对于 x ∈ ΕiöΕ+ 1,恒有 ûu i
PLC j

û ≤ ∃ j. 于是

Vα
i =

- x′x - x′P (# i)B R - 1 (# i)B ′P (# i) x -

2∑
m

j = 1
# j iûu i

PLC j
û [m in (∃ j , ûh i

j û ) - ûu i
PLC j

] ≤

- x′x - x′P (# i)B R - 1 (# i)B ′P (# i) x ≤ 0.

　　由文献[ 1 ],系统 (1) 在控制律 (14) 的作用下,

系统将从初始位置,依次进入嵌套级集Ε0, Ε1,⋯, ΕN.

一旦引入 ΕN ,按照同样的方法可以证明

Vα
N ≤- x′x - x′P (# N )B R - 1 (# N )B ′P (# N ) x ≤ 0,

当且仅当 x = 0时,等式成立. □

注 5　系统 (1) 在未受到外部干扰和不确定性

时,定理 1表示控制分量u i
j可采用幅值为∃ j ,切换函

数为 u i
PLC j
的继电控制律. 此时,闭环系统将具有棒 2

棒控制性能,即具有快速性.

注 6　控制律 (14) 中的继电控制项可有效抑制

输入的附加干扰和不确定性. 而与一般 PL C 控制律

成正比的附加的控制项, 相当于 PL CöL H G 中的高

增益控制项,可改善控制性能,也可提高系统快速性

能.

4　算　　例
　　考虑单摆在平衡点附近的动力学系统[1 ]

Η
õ

Η
¨

=
0 1

- 10 0

Η

Η
õ +

0

1
Sa t5 (u + sin t) , (15)

Η(0) = 54°, Η
õ

(0) = 20°s- 1

其中 sin t,为系统输入附加干扰. 根据系统的初始条

件和式 (8) ,通过R iccate方程 (5) 的求解和比较,结

合文献[ 1 ],选择

Θ0 = 7. 07, # 0 = 0. 444 7, ∃Θ= 0. 5

P 0 =
7. 073 0 0. 049 7

0. 049 7 0. 699 2
.

选取N = 5,根据本文设计算法,依次得到

i = 1, Θ1 = 3. 535 0, # 1 = 0. 250 1,

P 1 =
5. 646 7 0. 049 6

0. 049 6 0. 554 9
,

i = 2, Θ2 = 1. 767 5, # 2 = 0. 176 4,

P 2 =
4. 525 6 0. 049 6

0. 049 6 0. 440 3
,

i = 3, Θ3 = 0. 883 8, # 2 = 0. 111 1,

P 2 =
3. 646 5 0. 048 9

0. 048 9 0. 349 3
,

i = 4, Θ4 = 0. 441 9, # 4 = 0. 070 0,

P 4 =
2. 961 5 0. 048 3

0. 048 3 0. 277 0
,

i = 5, Θ5 = 0. 220 9, # 5 = 0. 044 1,

P 5 =
2. 432 8 0. 047 4

0. 047 4 0. 219 6
.
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(a)　X 1 (Η)⋯T (s)

(b)　u ( t)⋯T (s)

(c)　X 2 (Η)⋯X 1 (Η)

图 1　仿真计算结果

　　图 1给出了PL C, PL CöL H G与PL CöV SC控制

律分别作用在具有扰动的系统 (15) 的结果. 这些结

果表明 PL CöV SC 的控制性能远优于 PL C 和

PL CöL H G 的控制性能,且系统的输出 Η没有超调.

文中没有给出PL CöV SC与PL C, PL CöL H G在系统

不存在干扰作用时的控制结果比较, 但 PL CöV SC

比 PL C, PL CöL H G 的过渡过程更快, 且没有超调

量.

注 7　实际上,为了防止控制信号的抖动,本文

在仿真中采用了如下近似算法:

sgn (s) =
1 - exp (- Λs)
1 + exp (- Λs) , Λ > 0.

同时,该控制器的切换平面是随着状态 x 的改变而

变化的,不保证滑模运动的存在,因此不一定出现一

般 V SC 的控制信号抖动现象. 在该初始条件下, 除

了开始时刻有切换函数符号变化外, 其余时刻切换

平面符号函数 sgn (õ) 数值保持不变. 综合上述因素

可知,控制信号只在开始时有较剧烈的变化,而后是

缓慢变化的.

5　结　　论
　　本文基于LQ 理论和V SC 方法,从L yapunov函

数级集出发,充分利用可达到的控制作用,得到了一

种可以实现棒2棒控制的PL CöV SC 算法. 对具有输

入干扰、不确定性和饱和执行器的线性系统,本文得

出一种综合 PL CöV SC 控制律设计方法, 并分析了

所得闭环系统的稳定性. 该控制算法结合了PL C 算

法和V SC 算法的优点,使得闭环系统具有了干扰抑

制能力,能够保证系统状态依次进入L yapuonv函数

级集,并在有限时间内到达含有零点的小L yapunov

级集中. 以单摆控制问题为例,构造了相应的PL C,

PL CöL H G 和 PL CöV SC 控制器. 仿真研究表明,

PL CöV SC 同时具有抑制输入干扰以及不确定性影

响和提高闭环系统快速性能的作用,并可以减少输

出超调,从而证实了所提出设计方法的有效性.
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