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复杂系统的质量生存交互决策算法的研究

叶明确, 王浣尘
(上海交通大学 管理学院, 上海 200052)

摘　要: 在复杂系统的质量生存交互决策中,为获得最大质量生存函数W 3 ,通过研究离散质量生存决策及离散系

统有限化过程,给出了最大质量生存函数W 3 的递归数值算法,并完成了有限近似解的收敛性证明. 通过系列仿真试

验验证了算法的有效性,并对算法进行了改进和扩展.
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Abstract: To ob tain the h ighest viab le quality function in the in teractive quality viab le decision of comp lex system ,

the discrete system and its fin ite reduction p rocess are studied, w h ich leads to app roach a recursive num erical

a lgo rithm of the function. T he convergence p roof and a simp le samp le of the algo rithm are p rovided to verify

effectiveness of the algo rithm and its modified one.
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1　引　　言
　　在复杂系统的质量生存交互决策[1, 2 ] 中, 为了

维持微分包含系统

x′( t) ∈ F (x ( t) ) , x (0) = x 0, a. e. t≥ 0 (1)

的质量生存性 (简记Q 2生存性) ,定义了最大Q 2生
存函数W 3

F . 由于W 3
F 函数难以用解析方法得到,文

献[ 3 ] 通过研究离散包含系统

x n+ 1 ∈G (x n) , Π n ≥ 0 (2)

和最大离散Q 2生存函数W 3
G ,导出了最大离散Q 2生

存函数W 3
G 的离散递推算法, 并用此方法得到了

W 3
F 的离散近似解W 3

GΣ,证明了当离散步长Σ→0时,

离散近似解W 3
GΣ收敛,有lim

Σ→0

#
↓W G3

Σ = W 3
F (这里的极

限是文献 [ 4 ] 中的图极限概念). 但是, 离散算法只

在时间 t上离散,而在空间X 上仍连续取值. 能在计

算机上实现的数值算法只能计算有限个点, 所以需

研究定义在有限空间X h 上的有限包含系统

x h
n+ 1 ∈G h (x h

n) , Π n ≥ 0. (3)

其中: h 表示空间离散步长, 对于任一 h, 有限空间

X h是X 空间的一个可数子集,用如下方式张成X 空

间,即 Π x ∈X , ϖ x h ∈X h ,使得

‖x - x h‖≤ Α(h ). (4)

其中 Α(h ) 满足

lim
h→0

Α(h ) = 0. (5)

　　有限包含系统 ( 3)实质上是定义在有限空间
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X h 上的离散包含系统, 与离散系统并无本质区别,

具有离散系统的一些基本性质. 通过研究离散系统

的有限化过程可知, 用综合加厚方法可得到离散系

统中W 3
G 的一个具有收敛性的有限近似解, 该有限

近似解的形式和性质见本文命题 1.

　　本文借鉴了生存核算法的研究方法和成果. 生

存核算法最早源于 B asile 和 Isido ri 的零动态算

法[5 ] ,后由法国数学家A ub in 将其引入生存理论,主

要有 F rankow ska 等的快速生存核算法[6 ] 和A ub in

的生存域算法[7 ]. 但直到 1994 年 Sain t2P ierre 充分

研究了生存核算法并给出有限近似方法后, 才真正

完成了生存核算法[8 ]. 此后, Carda liaguet 等[9, 10 ] 将

生存核算法引入到对策系统和最优控制系统. 本文

将连续系统的离散化过程与离散系统的有限化过程

相结合,得到了W 3
F 的数值算法,并用仿真实例对算

法进行验证和改进.

2　最大Q -生存函数的有限近似解及其收敛

性证明
　　将离散近似算法与有限化方法相结合,可得到

最大Q 2生存函数W 3
F 的有限近似解W 3

Gh
Σ, r
构造方法

如下:

　　1) 分别构造出集值映射G h
Σ, r,函数W rök 和生存

质量期望函数 # Σ;

　　2) 采用文献 [ 3 ] 中的离散递归算法 A (W rök ,

G h
Σ, r, # Σ) 计算出最大Q 2生存函数W 3

F 的有限近似函

数W 3
Gh

Σ, r
.

　　各个映射和函数的构造如下:

　　1) 集值映射G h
Σ, r可通过加厚离散法和加厚有限

法的两个步骤得到,即

G Σ = 1 + ΣF + r0B ; (6b)

G Σ, r (x ) = G Σ(x ) + rB ; (6a)

G h
Σ, r (x h) ƒ G Σ, r (x h) ∩X h ,

　Π x h ∈Dom (G ) ∩X h. (6c)

其中: Σ > 0 是离散步长, r0 =
M Κ

2
Σ2 是离散加厚半

径, r是有限加厚半径, Κ是集值映射 F 的L ip sch itz

系数,M ƒ sup
X ∈Dom (W )

sup
y∈F (x )
‖y‖ < ∞定义了集值映

射 F 的有界条件.

　　2) 函数W rök 可通过生存质量函数W 变换得

到,即

W rök (x ) ƒ sup
x′∈B (x , rök)∩Dom (W )

W (x′) ,

Π x ∈Dom (W ). (7)

其中 k是集值映射GΣ的L ip sch itz系数, k = 1 + ΣΚ.

　　3) 生存质量期望函数# Σ可通过如下转换得到:

将w ( t + Σ) = w ( t) +∫
t+ Σ

t
Θ(w (s) ) ds写成w ( t + Σ)

= # Σ(w ( t) , Σ) 的形式,从而得到离散步长为 Σ的离
散函数 # Σ.

　　下面的定理 1证明了上述算法的收敛性. 在给

出定理 1及其证明之前,首先给出离散系统G 中的

W 3
G (x ) 函数与其有限近似解W rök3

Gh
r

(x h) 的关系:

　　命题 1　在离散系统中,假定:

　　1) G: X →X 是一个k2L ip sch itz集值映射,且满

足性质: Π Ν∈G (x ) , ϖ Νh∈G (x ) ∩X h ,使得‖Ν-

Νh‖≤ rök; 2) Θ: R + → R 是一个线性增长的连续函

数; 3) 生存质量函数W 为上半连续函数. 则对所有 r

≥ kΑ(h ) ,有

W 3
G (x ) ≤ sup

x h∈B (x , rök)∩X h∩Dom (W )
W

(rök) 3
Gh

r
(x h) ,

Π x ∈Dom (W ). (8)

　　证明略.

　　定理 1 (最大有限Q 2生存函数的收敛定理 1)

　　在微分包含系统 F 中,假定:

　　1) F : X →X 是一个 Κ2L ip sch itz集值映射;

　　2) Θ: R + →R 是一个线性增长的连续函数;

　　3) 生存质量函数W 相依下可导;

　　4) 生存质量函数W 为上半连续函数,且满足有

界条件

M ƒ sup
x∈Dom (W )

sup
y∈F (x )
‖y‖ < ∞;

　　5) 令离散加厚半径 r0≥
M Κ

2
Σ2且满足lim

Σ→0

r0

Σ =

0, Α(h ) ≤ r0,其中: Α(h ) 见式 (4) 和 (5) ,它是有限空

间的元素最大间距,且满足lim
h→0

Α(h ) = 0;

　　6) 取有限加厚半径 r≥ k (r0 + Α(h ) ) ,且满足

lim
Σ→0

röΣ = 0, 其中 k = 1 + ΣΚ是集值映射 GΣ的

L ip sch itz系数.

　　集值映射G h
Σ. r,函数W rök 和生存质量期望函数

# Σ的构造见式 (6) 和 (7). 则离散算法A (W rök , G h
Σ, r,

# Σ) 得到的函数W rök
Gh

Σ, r
的下图上极限 lim

Σ, h→0

#
↓W

rök3
Gh

Σ, r
是微

分包含系统 F 中的最大Q 2生存函数W 3
F ,即

W 3
F = lim

Σ, h→0

#
↓W

rök3
Gh

Σ, r
.

　　证明 　1) 在连续系统 F 中, 令 0 (x ,w ) =

F (x ) ×Θ(w ) 反映系统状态 x 和生存质量期望w 的

联合动态; 在离散系统 G Σ, r 中, 令 0 Σ, r (x ,w ) =

G Σ, r (x ) ×# Σ(w ) 反映系统状态x 和生存质量期望w

的联合动态; 在有限系统 Gh
Σ, r 中, 令 0 h

Σ, r (x ,w ) =

G h
Σ, r (x ) ×# Σ(w ) 反映系统状态x 和生存质量期望w
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的联合动态. 下面验证两个系统的联合动态满足如

下关系:

0 = Co lim
Σ, h→0

(0
h
Σ, r - 1

Σ ).

首先计算

0 Σ, r (x ,w ) - (x ,w )
Σ =

G Σ, r (x ) × # Σ{w } - (x ,w )
Σ =

(F (x ) +
r0

ΣB +
r
ΣB ) ×

∫
t+ Σ

t
Θ(w (s) ) dsöΣ=

0 (x ,w ) + {
r0 + r

Σ B }×

{∫
t+ Σ

t
(Θ(w (s) ) - Θ(w ( t) ) ) dsöΣ}. (9)

由条件 5) 和 6) ,当 Σ→ 0时尾项趋于零,有

lim
Σ→0

(0 Σ, r - 1
Σ ) = 0.

再根据 0 Σ, r = lim
h→0

Co (0 h
Σ, r) ,有

Co lim
Σ, h→0

(0
h
Σ, r - 1

Σ ) =

lim
Σ→0 (

lim
h→0

Co (0 h
Σ, r) - 1

Σ ) = lim
Σ→0

(0 Σ, r - 1
Σ ) = 0.

(10)

令D = H p (W ) ,D rök = H p (W rök ) ,根据生存核收敛

定理[8 ] ,有

lim sup
Σ, h→0

V iab0 h
Σ, r

(x ,w ) (D rök ) < V iab0 (x ,w ) (D ) ,

得 lim sup
Σ, h→0

H p (W Σ
∞) < H p (W 3

F ) ,即

W 3
F ≥ lim

Σ, h→0
　W rök3

Gh
Σ, r

.

　　2) 命题 1的条件满足 (证明略). 根据命题 1,有

　　　　W 3
GΣ (x ) ≤

　　　　 sup
x h∈B (x , rök)∩X h∩Dom (W )

W rök3
Gh

Σ, r
(x h) û r= kM ΚΣ2 ,

Π x ∈Dom (W ). (11)

加厚离散算法的收敛定理的结论是: 当离散加厚半

径 r0 =
M Κ

2
Σ2时,W 3

F = lim
Σ→0

#
↓W

3
GΣ. 从证明过程可知,

当离散加厚半径 r0≥
M Κ

2
Σ2且满足lim

Σ→0

r0

Σ = 0时,有

相同的结论W 3
F = lim

Σ→0

#
↓W

3
GΣ 成立, 从而W 3

F ≤

lim
Σ, h→0

#
↓W

rök3
Gh

Σ, r
(x h). 综合 1) 和 2) ,得

W 3
F = lim

Σ, h→0

#
↓W

rök3
Gh

Σ, r
(x h). □

3　仿真实例

3. 1　系统设定

　　下面用一个简单的仿真实例来检验上述有限

算法的有效性. 考虑系统

x′( t) ∈ F (x ( t) ) = 1 + x ( t) + Bϖ,

x ( t) ∈ [ 0, 2 ].
(12)

其中: Bϖ是单位闭球[ - 1, 1 ]; F 是L ip sch itz集值映

射,L ip sch itz系数Κ= 1. 对于集合K = [ 0, 2 ],显然

系统 (12) 在K 域内是一定生存的. 假定定义在K 域

上的质量生存函数

W (x ) =
1 + x , 0≤ x < 1;

3 - x , 1 < x ≤ 2.
(13)

是一个连续非光滑函数,其最高生存质量点在 K 域

中心,生存质量从中心向外由 2递减到 1. 生存质量

期望下限值w ( t) 的变动受人们的心理因素影响: 1)

一般说, 人们总希望生存质量在总体上是一直上升

的,即变化率Θ(w ) ≥ 0; 2) 当w 值较低时,人们急切

希望提高生存质量标准,增长率 Θ(w ) 较高; 3) 当w

值较高时, 人们提高生存质量的心情相对不那么迫

切,因而增长率相对低一些; 4) 当w 达到生存质量

最大值时,没有必要也不可能增加期望值,所以增长

率 Θ(w ) = 0. 这种假定较为符合人们对生存质量的

期望心理. 本例中假定 Θ(w ) = 4 (w - 2).

　　对于上述设定的系统,可计算出最大质量生存

函数W 3
F 的理论值,它是由 4 段曲线连接而成的连

续非光滑函数

W 3
F (x ) =

2 -
27

256
(2 - x ) 4, x ∈ [ 0, 2ö3 ];

1 + x , x ∈ (2ö3, 1) ;

3 - x , x ∈ (1, 4ö3) ;

2 -
27

256
(x ) 4, x ∈ [ 4ö3, 2 ].

(14)

3. 2　仿真结果

　　采用M A TLAB 软件编程以及上节给出的有限

算法,分别用空间离散步长h = 0. 05, h = 0. 02, h =

0. 01, h = 0. 005, h = 0. 002, h = 0. 001 和 h =

0. 000 5进行 7次仿真计算. 递推停止条件是递推误

差小于 10- 6, 即 m ax
x h∈[0, 2 ]

ûW h
n+ 1 (x h) - W h

n (x h) û ≤

10- 6. 得到的部分结果如图 1所示,最下方的曲线是

最大Q 2生存函数W 3
F 的理论值,图中保留了递推过

程的中间结果曲线. 从递推结果可以看出,随着空间

离散步长 h 的减小, 离散结果曲线逐渐逼近理论曲

线, 但结果曲线与理论曲线相比, 总有一种“厚尾”

现象. 虽然“厚度”会随着步长h的减小而减小,但这
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种误差相对步长而言有些过大, 所以应重新审视上

节给出的算法,以期有所改进.

(a)　离散步长 h = 0. 01

(b)　离散步长 h = 0. 000 5

图 1　算法结果

4　算法改进
　　通过对算法的分析 (过程略) 可知, 由于 一个

与离散步长 Σ有关的乘子项1 - e- aΣ

aΣ = O (Σ) (而非

常见的 o (Σ) ) 的存在,多次递推后,致使累积误差效

果较为突出. 为消除上述乘子的影响,对总算法中的

加厚离散算法部分进行了改进. 微分包含系统 F 仍

采用加厚过程, 生存质量期望的离散则改用有限差

分的方法. 为了维持算法的收敛性,首先将乘子误差

改为累加误差. 更改了原先的加厚离散算法,并证明

了新的离散算法的收敛性. 将新离散算法与上节的

有限算法结合,便可得到新的有限算法 1. 由于最终

的仿真结果验证了新算法 1 的累加项N
a (1 -

1 - e- aΣ

aΣ ) = O (Σ) 比乘子1 - e- aΣ

aΣ = O (Σ) 造成的误

差更大,所以有关结果不在此列出.

　　去除算法 1的累加项,便得到了新有限算法 2.

新算法 2的步骤、理论收敛性证明及仿真结果如下:

　　空间离散步长 h =
1
2

M ΚΣ2,时间离散步长 Σ=

2h
M Κ,有限算法各步简化成只与空间离散步长 h 有

关的映射. 集值映射G h
Σ. r,函数W rök 和生存质量期望

函数 #
^

Σ(Θ(w ) = - aw + b) 的构造如下:

G Σ, r (x ) = 1 + ΣF + 2M ΚΣ2B =

　　　　1 + Σ(h ) F + 4hB ; (15a)

G h
Σ, r (x h) ƒ G Σ, r (x h) ∩X h ,

　Π x h ∈Dom (G ) ∩X h; (15b)

W rök (x ) = sup
x′∈B (x ,M ΚΣ2)∩Dom (W )

W (x′) =

sup
x′∈B (x , 2h)∩Dom (W )

W (x′) , Π x ∈Dom (W ) ; (16)

#
^

Σ = 1 + ΣΘ. (17)

　　因为Σ和 r可以用h的函数表示,所以将这里的

G h
Σ, r简记为Gϖh ,W rök记为W 2h , #

^
Σ记为 #

^
(Σ(h ) , a , b).

则有限算法可简化为如下递推公式: 定义一个非增

的函数序列W h
0,W h

1,⋯,W h
n ,⋯,有

W h
0 (x h) = W 2h (x h) , Π x h ∈Dom (W ) ∩X h;

W h
n+ 1 (x ) =

m in (W h
n (x ) ,

sup (W h
n (Gϖh (x ) ) ) + bΣ

1 - aΣ(h ) ) ,

Π x h ∈Dom (W ) ∩X h. (18)

当 n →∞时,记W h
∞ = lim

n→∞
↓W

h
n ,则W h

∞是离散近似

解W 3
Gh

Σ, r
. 将算法 (18) 记为 A (W 2h , Gϖh , #

^
(Σ(h ) , a ,

b) ).

　　定理 2 证明了有限算法 2 中的离散算法收敛

性:

　　定理 2 (最大离散Q 2生存函数的收敛定理 2)

　　在微分包含系统 F 中,假定:

　　1) F : X →X 是一个 Κ2L ip sch itz集值映射;

　　2) Θ: R + →R 是一个线性增长的连续函数;

　　3) 生存质量函数W 相依下可导;

　　4) 生存质量函数W 为上半连续函数,且满足有

界条件

M ƒ sup
x∈Dom (W )

sup
y∈F (x )
‖y‖ < ∞;

　　5) F Σ(x ) = F (x ) +
M Κ

2
ΣB , G Σ = 1 + ΣF Σ = 1

+ ΣF +
M Κ

2
Σ2B ;

　　6) #
^

Σ = 1 + ΣΘ, # Σ = 1 + Σ 1 - e- aΣ

aΣ Θ, Θ(w )

= - aw + b.

　　假设用离散算法A (W , G Σ, # = # Σ) 得到的函数

序列极限W Σ
∞û # = # Σ = W 3

GΣû # = # Σ, 用离散算法

A (W , G Σ, # = #
^

Σ) 得到的函数序列极限W Σ
∞û # = #̂ Σ =

W 3
GΣû # = #̂　 的下图上极限lim

Σ→0

#
↓W

Σ
∞是微分包含系统 F

的最大Q 2生存函数W 3
F ,即
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W 3
F = lim

Σ→0

#
↓W

Σ
∞û # = # Σ = lim

Σ→0

#
↓W

3
GΣû # = # Σ, (19a)

W 3
F = lim

Σ→0

#
↓W

Σ
∞û # = #̂ Σ = lim

Σ→0

#
↓W

3
GΣû # = #̂ Σ. (19b)

　　证明略.

　　由于只对离散算法作了改动,且维持了离散算

法的收敛性, 因而新有限算法 2 的收敛性与上节的

有限算法收敛性相同. 证明略.

　　采用M A TLAB 软件编程以及上节给出的有限

算法,分别用空间离散步长h = 0. 05, h = 0. 02, h =

0. 01, h = 0. 005, h = 0. 002, h = 0. 001 和 h =

0. 000 5进行了 7次仿真对比计算,得到的部分结果

如图 2所示. 从图 2可以看出,随着空间离散步长 h

的减小,离散结果曲线逐渐逼近理论曲线. 还可以看

到,新有限算法 2的误差明显降低,结果曲线的“厚

尾”现象消失. 新有限算法 2对原有限算法是一个成

功的改进.

(a)　新算法 2结果曲线 (h = 0. 01)

(b)　新算法 2结果曲线 (h = 0. 000 5)

图 2　仿真对比结果

　　值得注意的是定理 2中Θ(w ) = - aw + b的条

件是一个特例. 下面将定理 2 条件扩展,得到一个一

般性的新有限近似算法.

　　定理 3 (最大离散Q 2生存函数的收敛定理 3)

　　在微分包含系统F中,假定定理2的1)～ 5) 条

件满足,且有:

　　1) Θ满足有界条件N ƒ sup
y∈ Im (W )

ûΘ(y ) û < ∞,其

中 Im (W ) 表示函数W 的值域,且满足单调性

∫
t+ Σ

t
Θ(w (s) ) ds≥ ΣΘ(w ( t) ) , Π t≥ 0, Π Σ> 0,

或反之有

∫
t+ Σ

t
Θ(w (s) ) ds≤ ΣΘ(w ( t) ) , Π t≥ 0, Π Σ> 0;

　　2) 对微分方程 Π t≥ 0,w ′( t) = Θ(w ( t) ) 的解

w (õ) , # Σ满足 Π t≥ 0,w ( t + Σ) = # Σ(w ( t) , Σ) , #
^

Σ

= 1 + ΣΘ.
　　则用离散算法A (W , G Σ, # = #

^
Σ) 得到的函数序

列极限W Σ
∞û # = #̂ Σ = W 3

GΣû # = #̂ Σ的下图上极限lim
Σ→0

#
↓W

Σ
∞

是微分包含系统 F 的最大Q 2生存函数W 3
F . 即

W 3
F = lim

Σ→0

#
↓W

Σ
∞û # = #̂ Σ = lim

Σ→0

#
↓W

3
GΣû # = #̂ Σ. (20)

　　证明略.

5　结　　语
　　本文通过建立连续系统与有限系统的联系,得

到了一个能实际操作且有效的数值算法, 用这种方

法可以得到复杂系统最大Q 2生存函数W 3
F 的数值

解. 本文有限算法适用的函数可以是非光滑、非

L ip sch itz连续、非绝对连续、甚至不连续, 所以本文

算法实质上是一种非最优、非光滑的优化算法. 但它

与常见的离散优化算法有很大不同, 它是用生存理

论的集值分析,通过集合的迭代方法得到的.

　　有限算法为进一步的实证研究奠定了基础. 同

时,因为许多与学习和进化有关的决策与对策理论

都建立在离散理论上,所以离散 (有限)Q 2生存研究
也为生存理论开辟这些新研究方向奠定了基础.
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询. 该算法同时考虑尺度信息和细节信息,使约简后

的特征向量包含更多的时间序列有效信息. 仿真实

验结果表明,该方法具有较高的精度和效率,是一种

有效的时序相似匹配方法. 进一步的工作包括更深

入地研究小波包约简过程中最佳基的选取,并将聚

类预处理过程集成到匹配算法中.
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