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参数不确定广义大系统的分散鲁棒镇定控制
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摘　要: 应用线性矩阵不等式 (LM I)方法研究了参数不确定广义大系统的分散鲁棒镇定控制问题,系统中不确定项

具有数值界,可不满足匹配条件. 基于不确定项的表达形式,给出了存在分散鲁棒控制器的 LM I条件. 仿真例子表

明,LM I方法求解简单、便于应用.
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Abstract: D ecen tra lized robust stab ilizat ion p rob lem fo r singu lar large scale system s w ith param eter uncerta in ty is

studied by linear m atrix inequality (LM I) app roach. T he uncerta in ty is value bounded and can be dissat isfied w ith

the m atch ing condit ions. A sufficien t condit ion fo r ex istence of decen tra lized robust con tro l is derived, w h ich is

exp ressed as the so lvab ility p rob lem of linear m atrix inequalit ies (LM Is). A n examp le show s the app licat ion of the

m ethod.
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1　引　　言
　　一般情况下,由于系统元件老化和灵敏度等内

外因素的影响,系统在很多方面都存在不确定因素,

这在大系统中表现得尤为突出. 近年来,不确定大系

统鲁棒镇定控制的研究已取得了不少结果[1～ 6 ], 但

随着实际生产过程中系统复杂性的增加,即系统维

数很高时,集中控制方法表现出很大的局限性. 于是

不少学者研究了大系统的分散控制问题. 文献 [ 2～

6 ]便研究了不确定大系统鲁棒稳定的充分条件. 广

义系统有较为实际的工程背景 (例如由惯性导航系

统的稳定回路和修正回路组成的系统) ,能更好地描

述实际生产过程,因而对不确定组合广义大系统控

制问题的研究具有明显的意义.

　　本文首先给出了广义系统正则、脉冲自由且稳

定的等价结果; 然后应用线性矩阵不等式 (LM I)方

法研究一类具有数值界的参数时不变不确定关联广

义大系统的分散鲁棒稳定化问题,得到了其可分散

状态反馈镇定的充分条件,提出了该类广义大系统

的分散鲁棒控制器的 LM I 设计方法. 它可利用

M atlab中的LM I工具箱方便地得到系统的分散控

制器,无需调整太多的参数,因而求解方便、有效.
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2　系统的描述
　　考虑如下由N 个子系统组成的不确定广义大

系统 (2 ) :

Exα( t) = (A + ∃A ) x ( t) + (B + ∃B ) u ( t). (1)

其中

E = b lockdiag (E 1, E 2,⋯, EN ) ;

B = b lockdiag (B 1,B 2,⋯,B N ) ;

A = (A ij ) , ∃A = (∃A ij ) ;

∃B = b lockdiag (∃B 1, ∃B 2,⋯, ∃B N ) ;

E i ∈R n i×n i,

A ij , ∃A ij ∈R n i×n j , i, j = 1, 2,⋯,N ;

x i ∈R n i, xT = (xT
1 , xT

2 ,⋯, xT
N ) ;

∑
N

i= 1

n i = n , rank E i = r i,∑
N

i= 1

r i = r;

B i和 ∃B i 为具有适当维数的矩阵; A ij 为第 j 个子系

统对第 i个子系统的关联作用矩阵. ∃A ij和 ∃B i为不

确定项,它是时不变的,且具有如下数值界[7 ]:

û∃A ij û ; D ij , û∃B iû ; H i, i, j = 1, 2,⋯,N .

(2)

其中: D ij , H i 为具有非负元素的实常数矩阵,分别与

∃A ij , ∃B i具有相同的维数. 这里 û∃ û ; ∃ϖ的含义是

ûeij û ≤ eγij ( i, j = 1, 2,⋯,N ) , e ij 和 eγij 分别为矩阵 ∃

和 ∃ϖ的第 i j 个元素.

　　本文的目的是对每个子系统设计一个局部无

记忆状态反馈控制律

u i ( t) = K ix i ( t) , (3)

其中 K i 为适当维数局部反馈增益矩阵. 使得闭环复

合广义大系统

　E xα( t) = [ (A + B K) + (∃A + ∃B K) ]x ( t) (4)

正则、脉冲自由且稳定. 这里 K = b lockdiag (K1, K2,

⋯, KN ).

　　定义 1　如果系统 (2 ) 存在反馈控制律 (3) 使

得闭环系统 (4) 是正则、脉冲自由且稳定的,则称系

统 (2 ) 可分散镇定;反馈控制律 (3) 称为系统 (2 ) 的

分散稳定化控制律.

　　在以下讨论中, 引进一个二值函数 ∆(õ) , 定义

为

∆(K) =
0, K = 0;

1, K ≠ 0.

　　设R = (rij ) 为对称阵,记 diag (R ) = diag (r11,

r22,⋯, rnn) , I 为适当维数的单位矩阵.

　　引理 1[2 ]　若 n ×m 阶矩阵 ∃A 满足 û∃A û ;
D ,则

8 (D ) ≥ (∃A ) (∃A ) T , # (D ) ≥ (∃A ) T (∃A ).

式中

8 (D ) =
‖DD T‖I ,‖DD T‖I < ndiag (DD T ) ;

ndiag (DD T ) ,其他;

# (D ) =
‖D TD‖I ,‖D TD‖I < m diag (D TD ) ;

m diag (D TD ) ,其他.

这里‖õ‖为最大奇异值矩阵数范.

　　引理 2　对于任意正数 Ε> 0和适当维数的矩

阵H , F ,有

H TF + F TH ≤ ΕH TH +
1
ΕF TF.

　　引理3 [8 ]　设A ,B ∈R n×n ,A≥B ,则有CTAC≥

CTB C , Π C ∈R n×k 成立.

　　对系统E xα( t) = A x ( t) ,记5 ∈R n× (n- rank E )为满

足条件 E 5 = 0和 rank 5 = n - rank E 的矩阵,则

有:

　　定理 1[9～ 11 ]　以下 4个命题等价:

　　1) 系统 E xα( t) = A x ( t) 正则、脉冲自由 (即

deg (det (sE - A ) ) = rank E ) 且稳定;

　　2) 存在一个矩阵 P 使得

E P T = P E T ≥ 0,A P T + PA T < 0;

　　3) 存在矩阵X > 0, Y满足

A (EX + Y5 T ) T + (EX + Y5 T )A T < 0;

　　4) 存在矩阵X > 0, Y满足

(EX + Y5 T ) - 1A + A T (EX + Y5 ) T ) - T < 0.

3　鲁棒稳定化控制器设计
　　记 ( (M ) ij ) 是一个n×n阶矩阵,将其分成N ×

N 块,分法与A = (A ij ) 分块对应,每一块为一个 n i

× n j 阶矩阵,只在第 i行第 j 列上的块为M (n i× n j

阶矩阵) ,其余各块均为对应的 n i × n j 阶零矩阵,即

　 ( (M ) ij ) =

0 0 ⋯ 0 0 0 ⋯ 0

� � ω � � � ω �

0 0 ⋯ 0 0 0 ⋯ 0

0 0 ⋯ 0 M 0 ⋯ 0

0 0 ⋯ 0 0 0 ⋯ 0

� � ω � � � ω �

0 0 ⋯ 0 0 0 ⋯ 0 N ×N

;

记Aθ = b lockdiag (A 11,A 22,⋯,AN N ) , I i 为 n i 阶单位

矩阵,A K = Aθ + B K. 于是有

(A ij ) ij ) = ( (A ij ) ij ) ( ( I ) j ) j j ) ,

( (∃A ij ) ij ) = ( (∃A ij ) ij ) ( ( I j ) j j ) ,

(A + B K) + (∃A + ∃B K) =

A K + ∑
N

i= 1, j = 1, i≠j

[ ( (A ij ) ij ) + ( (∃A ij ) ij ) ] +
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　　　∑
N

i= 1
[ ( (∃A ii) ii) + ( (∃B iK i) ii) ];

并记 5 i∈R n i× (n i- ri
) 为满足条件 E i5 i = 0和 rank 5 i

= n i - ri 的矩阵.

　　定理 2　对于不确定关联广义大系统 (2 ) , 如果
存在正定矩阵X i∈R n i×n i,矩阵 Yi, Z i和正数 Αi, Βi, Ε
使得线性矩阵不等式组 (LM Is)

　　　　

A� i (E iX i + Yi5 T
i ) # 1ö2 (D ii) Z i# 1ö2 (H i) (E iX i + Y i5 T

i )

# 1ö2 (D ii) (E iX i + Yi5 T
i ) T - Αi I i 0 0

# 1ö2 (H i) ZT
i 0 - Βi I 0

(E iX i + Yi5 T
i ) T 0 0 - F - 1

i

< 0 (5)

成立, 则广义大系统 (2 ) 是可分散镇定的, 且 K i =

ZT
i (E iX i + Yi5 T

i ) - T是系统 (2 ) 的一个分散稳定化控

制律. 其中

A� i = (E iX i + Yi5 T
i )A T

ii + A ii (E iX i + Yi5 T
i ) T +

B iZT
i + Z iB T

i + {Ε∑
N

j= 1, j≠i

[A ijA T
ij +

8 (D ij ) ] + [Αi∆(D ii) + Βi∆(H i) ] I i},

F i =
1
Ε ∑

N

j= 1, j≠i

[∆(A j i) + ∆(D j i) ] I i,

I 为相应维数的单位矩阵.

　　证明　记 5
～

= b lockdiag (5 1, 5 2,⋯, 5 N ) , X� =

b lockdiag (X 1, X 2,⋯, XN ) > 0, Y� = b lockdiag (Y1,

Y2,⋯, YN ) , P� = blockdiag (P�1, P�2,⋯, P�N ) 和 P� i =

(E iX i + Yi5 T
i ) - T 都为块对角矩阵,则有 E 5� = 0和

rank 5� = n - r.

　　由引理 1～ 引理 3可推出

∑
N

i= 1
[P�T ( (∃A ii) ii) + ( (∃A ii) ii) TP� ] ≤

∑
N

i= 1

( (Αi∆(D ii) P�T
i P� i + Α- 1

i # (D ii) ) ii) , (6)

∑
N

i= 1
[P�T ( (∃B iK i) ii) + ( (∃B iK i) ii) TP� ] ≤

∑
N

i= 1

( (Βi∆(H i) P�T
i P� i + Β- 1

i KT
i # (H i) K i) ii) , (7)

而

　　{ (A + B K) + (∃A + ∃B K) }TP� +

　　P�T { (A + B K) + (∃A + ∃B K) }≤

　　A T
K P� + P�TA T

K + ΕP�T ∑
N

i= 1, j = 1, i≠j

[ ( (A ijA
T
ij ) ii) +

　　 ( (8 (D ij ) ) ii) ]P� +
1
Ε ∑

N

i= 1, j= 1, j≠i

[∆(A ij ) +

　　∆(D ij ) ] ( ( I j ) j j ) + ∑
N

i= 1

[ ( (Αi∆(D ii) P�T
i P� i +

　　Α- 1
i # (D ii) ) ii) + ( (Βi∆(H i) P�T

i P� i +

　　Β- 1
i KT

i # (H i) K i) ii) ] < 0,

只要

[A ii + B iK i ]T P� i + P�T
i [A ii + B iK i ] +

P�T
i [Ε∑

N

j = 1, j≠i

(A ijA T
ij + 8 (D ij ) ) + (∆(D ii) Αi +

∆(H i) Βi) I i ]P� i +
1
Ε ∑

N

j= 1, j≠i

[∆(A j i) + ∆(D j i) ] I i +

Α- 1
i # (D ii) + Β- 1

i KT
i # (H i) K i < 0. (8)

　　由引理1可知, # (D ii) 和# (H i) 均为正定或半正

定矩阵, 可分解为: # (D ii) = # 1ö2 (D ii) #1ö2 (D ii) ,

# (H i) = # 1ö2 (H i) # 1ö2 (H i). 对式 (8) 两边分别左乘

P�- T
i 和右乘 P�- 1

i ,并令 Z i = P�- T
i KT

i ,由 Schu r补引理

知式 (7) 等价于 (4) ,从而由定理 1知,在定理 2条件

下系统 (2 ) 可鲁棒稳定化, 且 K i = ZT
i (E iX i +

Yi5 T
i ) - T 是系统 (2 ) 的一个分散稳定化控制律. □

　　从定理 2的证明和函数 ∆(õ) 的定义可知:

　　定理 3　对于不确定关联广义大系统 (2) , 如

果存在正定矩阵X i > 0,矩阵Yi, Z i和正数Αi, Βi, Ε使
得线性矩阵不等式组 (LM Is)

　　　　

Aδ
i (E iX i + Yi5 T

i ) # 1ö2 (D ii) Z i# 1ö2 (H i) (E iX i + Yi5 T
i )

# 1ö2 (D ii) (E iX i + Yi5 T
i ) T - Αi I i 0 0

# 1ö2 (H i) ZT
i 0 - Βi I 0

(E iX i + Yi5 T
i ) T 0 0 - Fδ- 1

i

< 0 (9)

成立, 则广义大系统 (2 ) 是分散稳定化的, 且 K i =

ZT
i (E iX i + Yi5 T

i ) - T是系统 (2 ) 的一个分散稳定化控

制律. 其中

Aδ
i = (E iX i + Yi5 T

i )A T
ii + A ii (E iX i +

Yi5 T
i ) T + B iZT

i + Z iB T
i +

{Ε∑
N

j= 1, j≠i

[A ijA T
ij + 8 (D ij ) ] + (Αi + Βi) I i},
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　　Fδi =
2
Ε (N - 1) I i,

I 为相应维数的单位矩阵.

　　定理 3给出了广义大系统 (2 ) 完全由子系统决
定的可分散镇定的充分条件.

4　仿真示例
　　沿用前面的记号,考虑一个由 2个子系统组成
的不确定线性大系统 (2 ) ,其不确定项具有数值界,

其中

E 1 =
1 0

0 0
,A 11 =

1. 5 - 0. 5

0. 5 2
,

A 12 =
0. 1 - 0. 2 0. 1

- 0. 2 0. 1 - 0. 1
,B 1 =

1

- 0. 1
,

E 2 =

1 1 0

1 - 1 1

2 0 1

,A 22 =

1 - 0. 5 0

- 0. 1 1 - 0. 8

- 1 - 0. 5 2. 5

,

A 21 =

- 0. 5 0. 5

0. 5 - 0. 5

0. 5 0. 5

,B 2 =

1 - 1

1 - 0. 1

0 1

,

D 11 =
0. 02 0. 03

0. 05 0. 02
,D 12 =

0. 05 0. 02 0. 01

0. 02 0. 05 0. 03
,

H 1 =
0. 01

0. 02
,D 22 =

0. 05 0. 01 0. 02

0. 01 0. 02 0. 01

0. 02 0 0. 04

,

D 21 =

0. 02 0

0. 01 0. 05

0. 03 0. 05

, H 2 =

0. 02 0. 01

0. 01 0

0. 01 0. 03

.

选择 5 1 = [ 0, 1 ]T , 5 2 = [ - 1, 1, 2 ]T , Ε= 1, 应用
M atlab LM I控制工具包求解式 (9) , 可得反馈增益
K = diag (K1, K2) ,其中

K1 = [ - 4. 291 4　0. 191 2 ],

K2 =
- 4. 868 9 - 2. 127 4 - 3. 642 5

- 0. 769 9 3. 818 3 1. 094 6
.

虽然待求的解是一组LM Is,且含有多个参数, 但在

LM ITOOL 环境下可一次求出,求解方便,无需预先

调整太多的参数,克服了R iccat i方程方法存在的不

足.

5　结　　语
　　本文给出了广义系统正则、脉冲自由且稳定的

等价结果, 并在此基础上应用线性矩阵不等式

(LM I)方法研究了有数值界不确定线性广义大系

统,给出了一个分散鲁棒控制器存在的充分条件 (其

存在性依赖于相应的LM Is 的解). 通过求解LM I

问题,提出了LM I设计方法,该方法没有太多的参

数调整过程,求解方便,便于应用.
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