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一类具有时滞的广义 Hopf ield神经网络的全局稳定性

季　策, 张化光, 王占山
(东北大学 信息科学与工程学院, 辽宁 沈阳 110004)

摘　要: 通过引入能量泛函,分析了一类具有时滞的广义 Hopfield 神经网络的全局稳定性. 从理论上给出了该类网

络为全局稳定的充分条件,证明了当时滞满足一个可计算的边界条件时,具有时滞的该类神经网络与相应的无时滞

网络具有同样的全局稳定特性. 仿真结果进一步证明了结论的有效性.
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Abstract: By inducing an energy functional, global stab ility of a class of generalized Hopfield neural netw o rk s w ith

tim e delay is analyzed. A sufficien t condit ion fo r global stab ility is estab lished theo retically. It is p roved that the

generalized Hopfield neural netw o rk s w ith tim e delay have sam e globally stab le p ropert ies as the co rresponding

neural netw o rk s w ithou t t im e delay w hen tim e delay satisfies a computab le bound condit ion. T he sim ulation resu lts

show the effectiveness of the conclusim s.
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1　引　　言
　　Hopfield 神经网络是研究和应用最为广泛的神

经网络之一[1 ] ,主要用于联想记忆和最优化计算. 但

在Hopfield 神经网络的实现过程中,不可避免地会

引入时滞,并可能因此而产生振荡. 因此,在对这类

神经网络进行全局稳定性分析时,考虑时滞的影响

是很重要的. 文献 [ 2, 3 ]对Hopfield 神经网络的全

局稳定性进行了深入研究,但未考虑时滞的影响;文

献[ 4 ]虽然考虑了时滞,并给出了不依赖于时滞的全

局渐近稳定性结论,但对于小时滞系统,这样的结论

是很保守的;文献[ 5 ]则给出了具有时滞的Hopfield

神经网络的全局稳定性结论.

　　本文在文献[ 5 ]的基础上,考虑了一类更为广泛

的神经网络模型,即具有时滞的广义Hopfield 神经

网络模型. 本文则利用一个能量泛函,证明了沿着系

统的解该能量泛函是单调递减的,最终将收敛于系

统的某个平衡点,并从理论上给出了该类网络为全

局稳定的依赖于时滞的边界条件.

2　网络模型
　　具有时滞的广义Hopfield 神经网络模型如下:
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　xαi ( t) =

　 - a i (x i ( t) ) [bi (x i ( t) ) - ∑
n

j= 1
t

(0)
ij sj (x j ( t) ) -

　∑
n

j= 1
t

(1)
ij sj (x j ( t - Σ) ) ], i = 1,⋯, n. (1)

其中 x i 表示与第 i个神经元相关的状态变量. 本文

假设放大函数 a i (õ) 是正的、有界的连续函数; 任意

函数 bi (õ) 是连续的, 且有 lim
x i→+ ∞

bi (x i) = + ∞,

lim
x i→- ∞

bi (x i) = - ∞; si (õ) 是 Sigmo id 函数,表示第 i

个神经元; t
(0)
ij 表示与时滞 Σ无关的互连, t

(1)
ij 表示与

时滞Σ相关的互连. 当Σ= 0时,令a i (x i ( t) ) = 1öC i,

bi (x i ( t) ) = x i ( t) öR i - I i,则由式 (1) ,有

C ix
α

i ( t) = -
x i ( t)

R i
+ ∑

n

j = 1
tijsj (x j ( t) ) + I i, (2)

其中 tij = t
(0)
ij + t

(1)
ij . 显然, 式 (2) 即为连续的

Hopfield 神经网络模型.

　　若令 x = (x 1,⋯, x n) T ,A (x ) = diag [a1 (x 1) ,

⋯, an (x n) ],B (x ) = [b1 (x 1) ,⋯, bn (x n) ]T , S (x ) =

[s1 (x 1) ,⋯, sn (x n) ]T ,则式 (1) 可用向量形式表示为

xα( t) = - A (x ( t) ) [B (x ( t) ) - T 0S (x ( t) ) -

T 1S (x ( t - Σ) ) ], (3)

其中 T 0 + T 1 = T 为 n × n 实对称矩阵.

3　全局稳定性
　　为证明系统的全局稳定性,引入如下引理及定

义:

　　引理 1[6 ]　系统 (1) 的任意解是有界的.

　　 为使得系统 (1) 的平衡点集合是离散的, 再作

如下假设:

　　 假设 1　 对于系统 (1) 的任意平衡点, 矩阵

J (x e) 是非奇异的,其中

J (x ) = - T + diag [
b′1 (x 1)
s′1 (x 1) ,⋯,

b′n (x n)
s′n (x n) ]. (4)

应用微分方程的逆函数定理[7 ] , 可以证明下面的引

理成立.

　　引理2 [8 ]　如果系统 (1) 满足上述假设,则系统

(1) 的平衡点集合是一个离散集合.

　　在引理 2的基础上,给出如下定义:

　　定义 1　如果从状态空间的任意有限非零初始

状态 x 0 出发的受扰运动 x ( t) = 5 ( t; x 0, t0) 是有界

的,且运动轨迹最终收敛于系统的某个平衡点,则称

系统为全局稳定的.

　　在证明下列定理的过程中,将用到系统的向量

形式 (3).

　　定理 1　若系统 (3) 满足上述假设,且有

ΣΒ‖T 1‖ < 1, (5)

其中

‖T 1‖ = Κm ax (T T
1 T 1) ,

Β = m ax
x∈Rn
‖A (x )S ′(x )‖,

S ′(x ) = diag [s′1 (x 1) ,⋯, s′n (x n) ].

则系统 (3) 是全局稳定的.

　　证明　对于任意的 x t∈C ( [ - Σ, 0 ], Rn) ,定

义一个与式 (3) 相关的能量泛函 E (x t) 为

E (x t) =

- S T (x t (0) ) T S (x t (0) ) +

2∑
n

i= 1∫
[x t

(0) ] i

0
bi (Ρ) s′i (Ρ) dΡ +

∫
0

- Σ
[S (x t (Η) ) - S (x t (0) ) ]T T T

1 f (Η) T 1 ×

[S (x t (Η) ) - S (x t (0) ) ]dΗ=

- S T (x ( t) ) T S (x ( t) ) +

2∑
n

i= 1∫
x i

( t)

0
bi (Ρ) s′i (Ρ) dΡ +

∫
t

t- Σ
[S (x (w ) ) - S (x ( t) ) ]TT T

1 f (w - t) ×

T 1 [S (x (w ) ) - S (x ( t) ) ]dw , (6)

式中 f (Η) ∈C 1 ( [ - Σ, 0 ], Rn) 将在后续部分给出.

对于 s ∈ [ - Σ, 0 ], 定义 x t ∈ C ( [ - Σ, 0 ], Rn) 为

x t (s) = x ( t + s) ,其中: t > 0, x ∈C ( [ - Σ, + ∞) ,

Rn) , Σ> 0.

　　沿系统 (3) 的任意解, E (x t) 对时间 t的导数为

　dE (x t) öd t =

　 - 2S T (x ( t) ) T S′(x ( t) )A (x ( t) ) [ - B (x ( t) ) +

　T 0S (x ( t) ) + T 1S (x ( t - Σ) ) ] +

　2x T ( t)B (x ( t) )S ′(x ( t) )A (x ( t) ) [ - B (x ( t) ) +

　T 0S (x ( t) ) + T 1S (x ( t - Σ) ) ] - [S (x ( t - Σ) ) -

　S (x ( t) ) ]TT T
1 f (- Σ) T 1 [S (x ( t - Σ) ) - S (x ( t) ) ] -

　∫
t

t- Σ
[S (x (w ) ) - S (x ( t) ) ]TT T

1 f ′(w - t) ×

　T 1 [S (x (w ) ) - S (x ( t) ) ]dw -∫
t

t- Σ
[ - B (x ( t) ) +

　T 0S (x ( t) ) + T 1S (x ( t - Σ) ) ]TA (x ( t) )S ′(x ( t) ) T T
1 ×

　f (w - t) T 1 [S (x (w ) ) - S (x ( t) ) ]dw -

　∫
t

t- Σ
[S (x (w ) ) - S (x ( t) ) ]TT T

1 f (w - t) ×

　T 1S ′(x ( t) )A (x ( t) ) [ - B (x ( t) ) +

　T 0S (x ( t) ) + T 1S (x ( t - Σ) ) ]dw . (7)

若记

　　　H 0 = - B (x ( t) ) + T 0S (x ( t) ) +

936 控　　制　　与　　决　　策 第 19 卷



　　　　　 T 1S (x ( t - Σ) ) ,

　　　H 1 = T 1 [S (x ( t - Σ) ) - S (x ( t) ) ],

　　　G = T 1 [S (x (w ) ) - S (x ( t) ) ],

　　　Q = A (x ( t) )S ′(x ( t) ) = S ′(x ( t) )A (x ( t) ) ,

则由式 (7) ,有

dE (x t) öd t =

- 2S T (x ( t) ) TQ H 0 + 2x T ( t)B (x ( t) )Q H 0 -

H T
1 f (- Σ)H 1 -∫

t

t- Σ
[GT f ′(w - t)G +

H T
0Q T T

1 f (w - t)G + GT f (w - t) T 1Q H 0 ]dw =

-∫
0

- Σ
[Γ(x t, Η) ]TM (x t, Η) Γ(x t, Η) dΗ. (8)

其中

[Γ(x t, Η) ]T = [H T
0 , H T

1 , G
�T ]T ,

G
� = T 1 [S (x ( t + Η) ) - S (x ( t) ) ],

M (x t, Η) =

2Q öΣ - Q öΣ Q T T
1 f (Η)

- Q öΣ f (- Σ) E öΣ 0

f (Η) T 1Q 0 f ′(Η) E

, (9)

E 为n×n单位矩阵. 为得到最后表达式,式 (8) 从w

到 Η进行了积分变量的替换.

　　再令U = U 3U 2U 1,其中

U 1 =

E 0 0

E ö2 E 0

0 0 E

,

U 2 =

E 0 0

0 E 0

- Σf (Η) T 1ö2 0 E

U 3 =

E 0 0

0 E 0

0 f (Η) T 1QU 4 E

,

U 4 = -
1
2 [

f (- Σ)
Σ E -

Q
2Σ]

- 1
,

则不难证明M
� = UM (x t, Η)U T 是对角矩阵. 实际上

M� = diag [M 1,M 2,M 3 ],其中

M 1 = 2Q öΣ, (10)

M 2 =
f (- Σ)

Σ E -
Q
2Σ, (11)

M 3 = f ′(Η) E -
f (Η) T 1Q

2 [ (f
(- Σ)

Σ E -

Q
2Σ)

- 1
+ 2ΣQ - 1 ]

Q 3 T
1 f (Η)
2

. (12)

这样,当且仅当M
�和M 1,M 2,M 3都为正定时,M (x t,

Η) 是正定的.

　　由对所有的x i∈R, s′i (x i) > 0 (Sigmo id函数的

性质) 和 a i (x i) > 0可知,矩阵M 1本身是正定的. 如

果满足条件

2f (- Σ) - Β > 0, (13)

则矩阵M 2 也将是正定的. 对于M 3,很容易证明,如

果满足条件

f ′(Η) >
1
4

f 2 (Η)‖T 1‖2‖Q [ (f (- Σ)
Σ E -

Q
2Σ)

- 1

+ 2ΣQ - 1 ]Q‖, (14)

则M 3 也是正定的. 其中矩阵

D Χ Q [ (f (- Σ)
Σ E -

Q
2Σ)

- 1

+ 2ΣQ - 1 ]Q
是一个对角矩阵,即D = diag [d 1,⋯, d n ]. 如果令Q

= diag [q1,⋯, qn ],则有

d i =
4f (- Σ) q iΣ

2f (- Σ) - q i
, i = 1,⋯, n.

根据 Β和Q 的定义有 q i < Β,因此可以进一步证明,

如果满足条件 (13) 及下列条件:

f ′(Η) >
1
4

f 2 (Η)‖T 1‖2 4f (- Σ) ΒΣ
2f (- Σ) - Β, (15)

则条件 (14) 也成立.

　　现选取 f 为

f (- Σ) = [Σ2Β‖T 1‖2 ]- 1, (16)

则不难看出, 上式满足条件 (13). 此外, 因为

ΣΒ‖T 1‖ < 1,故有

[ f (- Σ)‖T 1‖ -
1

ΣΒ‖T 1‖ ]
2

+

1 -
1

Σ2Β2‖T 1‖2 =

1 -
1

Σ2Β2‖T 1‖2 < 0. (17)

因此,在[ - Σ, 0 ] 上选取 f (Η) 为

f (Η) =
l

∆(Χ- Η) , 0 < l < 1. (18)

其中: ∆ =
‖T 1‖2f (- Σ) ΒΣ

2f (- Σ) - Β , Χ=
l

∆f (- Σ) - Σ. 容

易证明这样选取 f 与式 (16) 是一致的,且满足条件

(15).

　　 这样, 对于满足方程 (3) 的所有 x t 和所有的 Η
∈ [ - Σ, 0 ],M (x t, Η) 将是正定的. 因此有

dE (x t) öd t≤ 0. (19)

由能量泛函的局部最小点与系统的平衡点之间的对

应关系[5 ] 可知, 此时系统存在稳定的平衡点. 再由

引理 1及微分方程的不变原理[9 ]可得,当 t→∞时,

x t的极限集是集合+ = {Υ∈C ( [ - Σ, 0 ], Rn) : E
õ

Υ=

0}的不变子集,对于某个Υ∈ + ,有 ûx t - Υû → 0. 因
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此,当 t→∞时,有 - B (x t (0) ) + T S (x t (0) ) → 0,

或 - B (x ( t) ) + T S (x ( t) ) → 0.

　　由此可得出结论: x ( t) 的极限集中的任一点都

是系统 (3) 的一个平衡点. 再由引理 2 可知, 当 t→

∞时, x ( t) 将趋近于系统 (3) 的某个平衡点. 因此,

系统 (3) 是全局稳定的. □

4　仿真结果
　　为便于计算和仿真, 令系统 (3) 中A (x ( t) ) 为

一个 2× 2单位矩阵, T 0 为零,则有如下系统:

xα( t) = - B (x ( t) ) + T 1S (x ( t - Σ) ).

其中: x ∈R2,B (x ( t) ) = [ 1. 3x 1, 1. 1x 2 ]T , S (x ) =

[s1 (x 1) , s2 (x 2) ]T ,且

s1 (x 1) =
2
Πtan - 1 (1. 6Π

2
x 1) ,

s2 (x 2) =
2
Πtan - 1 (1. 8Π

2
x 2) ,

T 1 =
- 0. 1 1

1 - 0. 2

是一个对称矩阵. 由前面定理计算可得, 当 Σ <

0. 483时, 上述系统是全局稳定的. 在仿真过程中,

取 Σ= 0. 4.

　　由仿真过程可知,上述系统存在 3个平衡点,分

别为 x e0 = (0, 0) T , x e1 = (0. 316 9, 0. 306 6) T , x e2 =

(- 0. 316 9, - 0. 306 6) T. 当分别取初始函数为常

值 函数x 0 ( t ) = [ 0. 7 , - 0. 2 ]T及x 0 ( t ) = [ 0. 4 ,

图 1　系统收敛于平衡点 xe1的曲线图

图 2　系统收敛于平衡点 xe2的曲线图

- 0. 6 ]T 时,系统将分别收敛于平衡点 x e1 和 x e2. 仿

真曲线如图 1和图 2所示.

5　结　　论
　　本文定理中给出的保证系统为全局稳定的边界

条件与文献[ 5 ]中给出的时滞Hopfield 神经网络的

全局稳定性结论是一致的. 同时可以看出,对于充分

小的时滞,广义Hopfield 神经网络 (1) (或神经网络

(3) )与相应的无时滞神经网络具有同样的全局稳定

特性,即神经网络 (1)的全局稳定性不受小时滞的影

响. 然而,对保证神经网络 (1)为全局稳定的充要条

件及平衡点处的局部渐近稳定性尚有待于进一步的

研究.
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