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H ∞鲁棒控制器的渐近性质和最优控制器的存在性

王 进 华
(福州大学 电气工程与自动化学院, 福建 福州 350008)

摘　要: 一个系统的所有控制器,其能达到的不确定抑制水平是有限的,在这种极限条件下,控制器会具有存在性问

题. 利用状态反馈控制器分析了这种渐近性质,对极限的存在性进行了讨论. 在最劣条件下,最优控制器使系统临界

稳定. 利用R iccati方程给出了最优状态反馈控制器存在的充分必要条件,简化了最优的判定方法,并讨论了其判定

方面的问题.
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A sym ptotic performance of H ∞ con troller and ex istence of
optimal con troller
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Abstract: T he behavio r of the uncerta in distu rbance restra in ing app roaches to its lim ita t ion is addressed. Several

usual system s are given to exp lain that m any H ∞ con tro l p rob lem s have no op tim al con tro llers. T he asymp to tic

perfo rm ance is analyzed in the case of H ∞ sta te feedback con tro llers. T he necessary and sufficien t condit ions are

given fo r the ex istence of op tim al H ∞ sta te feedback con tro ller in R iccati equations. T he op tim al con tro ller m akes

system crit ical stab ilizat ion under the w o rst case distu rbance. T he op tim al feedback con tro ller is constructed. A

simp lified ex ist ing criterion of op tim al con tro ller is given by tw o R iccati equations.
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1　引　　言
　　H ∞控制问题自 80 年代中期兴起,至今已成为

控制理论及应用的一个主要分支. 特别是Doyle 在

1984 用状态空间方法解决了M IM O 的 H ∞控制问

题,使得H ∞控制在理论上日趋完善[1, 2 ] ,成为与H 2

控制并列的两种优化方法之一. H ∞控制主要针对

系统含有不确定性时,分析系统性能和设计控制器

使系统鲁棒稳定.

H ∞最优控制问题可表述为: 设计控制器,使得

系统从不确定干扰输入到观测输出的传递函数的

H ∞范数极小. 由于H ∞最优控制问题比较复杂,大

多数H ∞控制都用次优问题来描述,即设计控制器,

使得系统从不确定干扰输入到观测输出的传递函数

的H ∞范数小于一个给定值.

对一个系统,所设计的控制器能达到的不确定

性干扰抑制水平是有限的,即系统从不确定干扰输

入到观测输出的传递函数的H ∞范数不可能小于某

一个值, 记其为 Χm in. 则这个问题的反面就是, 是否

存在一个控制器, 在不确定性干扰输入的 H ∞范

数小于Χm in时, 系统鲁棒稳定, 这也就是H ∞最优控
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制的存在性问题.

目前许多讨论H ∞控制的文献, 都将其归结为

设计一个次优的控制器[1, 2 ]. 在多目标鲁棒控制方

面, 也都是讨论在一定的不确定水平下的优化问

题[3～ 6 ]. 即使是在专门讨论H ∞最优控制时[7, 8 ] ,也都

是在存在最优控制器条件下,讨论如何得到这个控

制器. 也就是说,目前都是基于存在H ∞最优控制器

这一条件,对不同的问题进行研究,并未讨论最优控

制器本身是否存在. 本文首先通过常见的系统,说明

H ∞最优控制器的存在性是一个普遍的问题. 对于

很多系统,都不存在最优H ∞控制器. 在此基础上,

讨论 H ∞最优状态反馈控制器的存在性问题,给出

了存在的条件,并讨论了相应的判定问题.

2　问题的引入
　　本节通过举例说明H ∞最优控制器并不总是存

在的,为便于叙述,假定系统模型如下:

xα= A x + B 1w + B 2u ,

z = Cx + D u.
(1)

其中: x ∈ R n 为状态变量; w ∈ R m 为不确定性干扰

输入; z ∈ R p 为系统的评价输出; u ∈ R s 为控制输

入. A ,B 1,B 2, C ,D 为相应维数的常数矩阵. 对上述

系统作假定: (A ,B 1) 及 (A ,B 2) 完全可控, (A , C) 完

全可观测, 且满足正交性条件, 即 D T [C　D ] =

[ 0　I ].

定义 1 (H ∞ 最优控制器)　若存在一个控制器

K (s) 和一个不确定性干扰抑制水平 Χm in , 使得系统

对任意的不确定性输入‖w‖∞ < Χ- 1
m in保持稳定. 而

对任意的 Χ< Χm in ,不存在这样一个控制器,使其鲁

棒稳定. 则称之为H ∞最优控制器.

例 1　系统参数如下:

A =
0 1

0 0
,B 1 =

0 1

1 0
,B 2 =

0

1
,

C =

1 0

0 1

0 0

,D =

0

0

1

.

容易得到,当 Χ> 2 时,存在对称正定阵 P 满足

R iccat i不等式方程

A TP + PA + Χ- 2PB 1B T
1 P -

PB 2B T
2 P + CTC < 0, (2)

即存在状态反馈控制器 K = B 2B T
2 P ,使得上述系统

对任意‖w‖∞ < Χ- 1的有界扰动,鲁棒稳定. 当Χ→

2 时,不等式方程 (2) 的对称正定解P→∞,即不

存在状态反馈控制器 K , 使得上述系统对任意

‖w‖∞ < 1ö 2 的有界扰动,保持鲁棒稳定. 也就

是说,系统不存在H ∞ 最优状态反馈控制器.

例 2　设一阶系统及其评价述出为

xα= ax + b1w + b2u, b1 > 0, b2 > 0,

z = [ 1　0 ]T x + [ 0　1 ]T u.
(3)

此时对应的R iccat i方程可表示为

2ap + [ (b1öΧ) 2 - b2
2 ]p 2 + 1 = 0,

其正定解可表示为

p =
a + a2 + b2

2 - (b1öΧ) 2

b2
2 - (b1öΧ) 2 . (4)

　　下面根据不同的参数情况,分析极限时 p 的实

正定解.

1) a≥0:当0 < Χ< b1öb2时,式 (4) 算得的p <

0; 当 b1öb2 < Χ< ∞时,式 (4) 算得的 p > 0;当Χ→
(b1öb2) + 时, p →∞.

也就是说,当 a ≥ 0时,不存在一个状态反馈控

制器,使得对任意不确定扰动‖w‖∞ < b2öb1,保证

系统鲁棒稳定,不存在H ∞最优状态反馈控制器.

2) a < 0:当b1ö a2 + b2
2≤Χ< ∞时,式 (4) 算

得的 p > 0;当 Χ= b1ö a2 + b2
2 时, p = - 1öa. 也

就是说,当 a < 0时,状态反馈控制器 K = b2
2öa ,是

H ∞ 最优状态反馈控制器, 它使得系统对任意不确

定扰动‖w‖∞ < a2 + b2
2öb1 鲁棒稳定.

上述例子说明, 即使是常见的双积分系统, 其

H ∞ 最优控制器都是不存在的. 从另一个方面也说

明, H ∞ 最优控制器的存在性是一个普遍的问题.

3　主要结论
　　为叙述方便,引入

R (P , Χ) = A TP + PA + Χ- 2PB 1B T
1 P -

PB 2B T
2 P + CTC.

　　引理 1　若 Χ> 0属于R (P , Χ) = 0有正定解

且A + Χ- 2B 1B T
1 P - B 2B T

2 P 稳定的区域,则在此区域

中, R (P , Χ) = 0的解阵 P 是 Χ的单调递减函数.

证明　设 Χ1 > Χ2属于引理 1所述区域, P 1, P 2

是其对应的 R (P , Χ) = 0 的解, 则由 R (P 2, Χ2) -

R (P 1, Χ1) = 0可得

(P 2 - P 1) (A + Χ- 2
1 B 1B

T
1 P 1 - B 2B

T
2 P 2) +

(A + Χ- 2
1 B 1B

T
1 P 1 - B 2B

T
2 P 2) T (P 2 - P 1) + M = 0.

(5)

其中

M = (P 2 - P 1) (Χ- 2
1 B 1B

T
1 + B 2B

T
2 ) (P 2 -
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P 1) + (Χ- 2
2 - Χ- 2

1 ) P 2B 1B T
1 P 2.

另外, 考虑到式 (1) 系统,w = Χ- 2
1 B T

1 P 1x 是对任意

‖w‖∞≤ Χ- 1
1 时的最劣扰动输入[4, 9 ]. 而控制 u =

- B T
2 P 2x 可使系统在扰动满足‖w‖∞≤Χ- 1

2 时,鲁

棒稳定. 因Χ1 > Χ2,所以在控制 u = - B T
2 P 2x的作用

下,扰动为w = Χ- 2
1 B T

1 P 1x 时,系统是稳定的,即A +

Χ- 2
1 B 1B T

1 P 1 - B 2B T
2 P 2 是稳定阵. 由L yapunov 定理,

知式 (5) 的解阵 P 2 - P 1是正定的,即有 P 2 > P 1. □

定理 1　系统 (1) 存在H ∞ 最优状态反馈控制

器的充分必要条件是存在一个 Χm in > 0, 使得

R (P op t, Χm in) = 0 有对称正定解; 而对任意的 Χ<

Χm in, R (P , Χ) = 0正定解不存在.

证明 　 充分性: 若存在一个 Χm in > 0, 使得

R (P op t, Χm in) = 0 有对称正定解; 而对任意的 Χ<

Χm in, R (P , Χ) = 0正定解不存在. 则显然对任意的 Χ

> Χm in,有R (P op t, Χ) < 0,即状态反馈控制器的增益

阵为K = - B T
2 P op t,是系统的H ∞最优状态反馈控制

器.

必要性:若系统存在H ∞最优状态反馈控制器,

设该控制器增益阵为 Kop t, 其不确定干扰抑制水平

为 Χm in. 则显然对任意的 Χ< Χm in , R (P , Χ) = 0正定

解不存在. 否则,取K = - B T
2 P ,它可使系统 (1) 对任

意‖w‖∞ < Χ- 1鲁棒稳定,如此则 Kop t不是H ∞最

优状态反馈控制器.

因存在不确定干扰抑制水平为 Χm in 的H ∞ 最优

状态反馈控制器,所以对任意的Χ> Χm in , R (P , Χ) =

0有正定解,且A + Χ- 2B 1B
T
1 P - B 2B

T
2 P 稳定. 设{Χn}

是一单调递减且极限为 Χm in 的序列, {P n} 是方程

R (P , Χ) = 0对应于序列{Χn}的正定解序列,由引理

1知{P n}是一单调递增序列. 由Kop t的最优性可得A

+ Χ- 2B 1B T
1 P n + B 2Kop t, n = 1, 2,⋯是稳定阵; 进而

又因 (A ,B 1) 和 (A ,B 2) 完全可控, (A , C) 完全可观

测,可得序列{P n} 有界. 单调有界序列必有极限,记

其极限为 Pop t,则显然它是 R (P op t, Χm in) = 0 的对称

正定解. 取 Kop t = - B T
2 P op t,则它满足H ∞ 最优状态

反馈控制器的所有条件. □

定理 2　由R (P o tp , Χm in) = 0确定的H ∞最优状

态反馈控制器Kop t = - B T
2 P op t,使得A + Χ- 2B 1B

T
1 P op t

+ B 2Kop t 临界稳定.

证明　将控制律 u = Kop tx代入式 (1) ,记A k =

A + B 2Kop t, C k = C + D Kop t,记由w 到 z的传递函数

为 Tzw. 由R (P op t, Χm in) = 0有正定解,易知A k是稳定

阵.

首先证明Aw = A + Χ- 2
m inB 1B T

1 P op t + B 2Kop t不可

能有右半平面的特征值. 容易验证

Χ2
m in I - TT

zw (- s) T zw (s) =

Χ2
m in I + C� (sI - A�) - 1B�. (6)

其中

A� =
- A T

k CT
k C k

0 A k

,B� =
0

B 1
, C�T =

B 1

0
.

通过线性变换

T =
I P op t

0 I
,

可得

Aθ = TA�TT =

- A T
k A T

k P op t + P op tA k + CT
k C k

0 A k

,

BθT = TBθ =
P op tB 1

B 1

,

CθT = T - TC�T =
B 1

- P op tB 1

.

由R (P op t, Χm in) = 0及上述关系,可得

Χ2
m in I - TT

zw (- s) T zw (s) =

Χ2
m in I + C� (sI + A�) - 1B� =

Χ2
m in I + Cθ (sI - Aθ) - 1Bθ =

N T (- s)N (s) , (7)

其中

N (s) = Χm in I + B T P op t (sI - A k ) - 1B öΧm in.

因而可得

Χ2
m in I - TT

zw (- jΞ) Tzw ( jΞ) =

N T (- jΞ) ( jΞ) ≥ 0,

‖Tzw (s)‖∞ = sup
Ξ

Ρm ax [Tzw ( jΞ) ] ≤ Χm in ,

所以Aw 不可能有右半平面的特征值.

下面证明Aw 不可能是稳定阵. 假定Aw 稳定,则

必定存在一个正实数 Χ,使得

A T
w P + PAw + Χ- 2PB 1B

T
1 P + CT

k C k < 0 (8)

有正定解. 将式 (8) 乘1öΧ2再加Χ- 2
m inR (P op t, Χm in) 等于

0,并令

Pθ =
Χ2Χ2

m in

Χ2 + Χ2
m in

P
Χ2 +

P op t

Χ2
m in

, Χλ2 =
Χ2Χ2

m in

Χ2 + Χ2
m in

,

经整理后,可得

A T
k Pθ + PθA k + Χλ- 2PθB 1B T

1 Pθ + CT
k C k < 0.

显然Pθ是正定阵, Χλ< Χm in ,而这与Χm in的最优性相矛

盾,因此Aw 不可能是稳定阵.

综上所述,Aw 有特征值在虚轴上, 是临界稳定

的. □
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下面介绍系统 (1) 的另一个H ∞ 最优状态反馈

控制器存在定理. 引入如下两个R iccat i方程:

　 (- A )X + X (- A ) T - XCTCX + B 2B
T
2 = 0,

(9)

　A X Y + YA T
X + YCTC Y + Χ- 2B 1B

T
1 = 0, (10)

式中

A X = - A - XCTC.

　　定理 3　对系统 (1) ,存在不确定干扰抑制水平

为 Χm in 的H ∞最优状态反馈控制器的充分必要条件

是: 在Χ= Χm in时,式 (9) 和 (10) 有正定解,且X - Y

> 0. 若如此,则H ∞ 最优状态反馈控制器增益阵可

表示为 K = - B T
2 (X - Y) - 1.

证明　首先证明,对任意的 Χ> 0,若 R (P , Χ)

= 0有正定解,则式 (10) 有正定解. 因 (A , C) 完全可

观测,式 (9) 存在正定解,且A X 是稳定阵. 若R (P , Χ)

= 0有正定解,则P - 1正定,是P - 1R (P , Χ) P - 1 = 0的

解. 将式 (9) 与P - 1R (P , Χ) P - 1 = 0相加,令Y= X -

P - 1,即可得到式 (10) ;因A X 是稳定阵, Y = X - P - 1

是式 (10) 的解阵,由L yapunov定理, Y是正定的.

另外, 对任意的 Χ> 0, 若式 (10) 有正定解, 则

将式 (9) 两边乘 - 1再与式 (10) 相加,经整理后可

得

A (X - Y) + (X - Y)A T +

(X - Y)CTC (X - Y) +

Χ- 2B 1B
T
1 - B 2B

T
2 = 0.

因X - Y > 0,其逆存在且正定. 记 P = (X - Y) - 1,

用它分别左乘和右乘上式,即可得R (P , Χ) = 0.

由上述可知,存在Χ> 0,使R (P , Χ) = 0有正定

解,等价于式 (10) 有正定解,且X - Y > 0. 由定理

1,即可得到结论. □

推论 1　记式 (10) 存在正定解的Χ范围为RY ,

R (P , Χ) = 0存在正定解的 Χ范围为RP. 若RP 是

RY 的一个子集, 则不存在 H ∞ 最优状态反馈控制

器.

从判定H ∞ 最优状态反馈控制器而言, 对某些

系统, 用定理 3的推论来判定会比用定理 1 判定简

单一些. 如对于例 1系统,式 (9) 的解阵为

X =
0. 866 - 0. 5

- 0. 5 0. 866
.

　　当 Χ= 1. 2时,式 (10) 的解为

Y =
0. 630 3 0

0 0. 630 3
.

显然, X - Y不是正定阵,此时 R (P , Χ) = 0无正定

解,系统不存在H ∞最优状态反馈控制器. 上述判定

过程无需确定R (P , Χ) = 0有正定解的极限 Χm in.

4　结　　语
　　目前很多讨论H ∞ 控制的实例,都称设计一个

次优的H ∞ 控制, 但实际上这些实例根本不存在最

优H ∞ 控制器. 本文提出了H ∞ 最优控制器的存在

性问题, 给出了H ∞ 最优状态反馈控制器的存在性

定理,讨论了其存在性的判定问题.
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