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参数不确定时滞系统的鲁棒稳定性
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摘　要: 研究一类具有参数不确定时滞系统的鲁棒稳定性问题. 假定其线性部分的参数不确定性由区间摄动模式描

述,非线性部分的动态不确定性由积分二次约束 ( IQ C)描述,给出了时滞互联系统鲁棒稳定的充分条件,并根据 IQ C

乘子的特性,将无穷维稳定性检验问题转化为一维检验或有限检验问题.
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Abstract: T he robust stab ility of the tim e delay system w ith m ixed uncerta in t ies is discussed. It is suppo sed that the

linear part in the fo rw ard loop is of param etric uncerta in t ies described by in terval pertu rbation mode, and that the

non2linear part in the feedback loop is characterized by an in tegral quadratic constra in t ( IQ C). A sufficien t condit ion

of robust stab ility fo r t im e2delay in terconnected system s is given. T he infin ite stab ility check ing p rob lem of the tim e

delay system s w ith m ixed uncerta in t ies is converted to fin ite o r one dim ensional stab ility check ing fo r differen t

structu res of the IQ C m ultip liers.
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1　引　　言
　　鲁棒性研究一直是控制科学发展中的重要研

究课题. 由于实际系统的复杂性,被控对象往往伴随

着各种各样的不确定因素, 只能基于近似描述被控

对象的标称数学模型进行分析. 在实际动态系统中,

不确定性大致可分为两类: 一类是包含在模型中的

物理参数,是由系统测量误差、元器件老化和环境等

因素的变化或系统辨识不精确等引起的, 称为参数

不确定性; 另一类通常是由系统建模时忽略的高频

动态特性等引起的,称为非结构型不确定性. 常见的

有锥 (扇形) 条件[1 ]、积分二次约束[2 ]、范数约束[3 ]和

时滞等.

　　近年来,许多学者针对混合摄动系统的鲁棒稳

定性及鲁棒性能的分析, 相继进行了一些有意义的

工作[4～ 6 ], 使得不确定系统鲁棒控制的研究更贴切

实际工程系统的需要. 时滞是比较复杂的,具有非线

性特性,往往是导致系统不稳定和性能变坏的根源.

因此,对不确定时滞系统的鲁棒稳定性问题进行研
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究,具有重要的理论意义和实际应用价值. 对于参数

不确定时滞系统的研究也涌现出一批有价值的研究

成果: Fu 等[7 ] 的研究表明, Kharitonov 定理不适用

于一般参数摄动的时滞动力系统,但D 2稳定性的棱
边定理仍然成立, 并由此给出了利用N yqu ist 图检

验D 2稳定性的一种几何方法; N aim ark等[8 ]利用频

域法技巧讨论了类似的问题; Jun 等[9 ] 利用线性矩

阵不等式和积分二次约束方法, 考虑了时滞不确定

系统的鲁棒稳定性问题, 并给出了保证系统鲁棒稳

定时滞的最大估计值. 对于时滞动力系统已进行了

相当多的研究, 而对参数不确定时滞系统方面的研

究却涉及甚少. 本文主要研究含有参数不确定时滞

系统鲁棒稳定性的检验问题,并根据 IQ C 乘子 0 的
特性, 将无穷维稳定性检验问题转化为一维检验或

有限检验问题.

2　问题描述
　　考虑图 1所示的反馈不确定时滞系统,假定其

正向通道的线性不确定部分为时滞凸多面体对象族

　K (s; P ,Q ) =
A (s, P )
B (s,Q ) e- hs =

　{K (s; p , q) =
A (s, p )
B (s, q) e- hs: p ∈ P , q∈Q }. (1)

其中: P < Rm + 1 和Q < R n+ 1 为包含原点的凸多面

体, K (s; P ,Q ) 为凸多面体对象族,A (s, P ) 和B (s,

Q ) 为凸多面体多项式族.

　　假定系统中有一时滞函数e- hs,其中时滞变量0

≤ h ≤ h 3 , h 3 为一给定的实数. 令

A (s, P ) = {A (s, p ) = ∑
m

i= 0
Αi (p ) si, p ∈ P },

B (s,Q ) = {B (s, q) = ∑
n

j= 0
Βj (q) sj , q∈Q },

其中Αi (p ) 和Βj (q) 分别为不确定参数向量p∈P 和

q∈Q 的仿射函数.

图 1　时滞参数不确定系统

　　在下面的讨论中假定 K (s; P ,Q ) < H ∞. 用输

入输出方法描述图 1所示参数不确定反馈时滞系统

y = K u + g , K ∈ ϑ;

u = ∃ (y ) + f .
(2)

其中: f , g ∈ L 2e [ 0,∞) ; ∃: L 2e [ 0,∞) → L 2e [ 0,∞)

为一因果有界算子,满足由 0 定义的 IQ C.

　　 定义 1　称由式 (2) 表述的反馈系统是适定

的, 是指对任一 K (s; P ,Q ) ∈ K ,映射 (u , y ) → (f ,

g ) 在L 2e [ 0,∞) 上有因果逆. 此外,若存在常数c > 0

对任一 K , (s; P ,Q ) ∈ K ,满足

∫
∞

0
(ûu ( t) û 2 + ûy ( t) û 2) d t≤

c∫
∞

0
(û f ( t) û 2 + ûg ( t) û 2) d t,

Π T ≥ 0, Π p ∈ P , Π q∈Q. (3)

则称系统是鲁棒稳定的.

　　设Rϖ = [ - ∞, + ∞ ]. 对于上述同时具有参数

和动态不确定性的反馈系统, 可给出如下参数形式

的基于 IQ C 系统鲁棒稳定的定理:

　　定理 1[2 ]　由式 (2) 表述的反馈互联系统是鲁

棒稳定的,若对所有的 p ∈ P 和 q ∈Q , Π Σ∈ [ 0,

1 ], K (s; p , q) 和 Σ∃ 的互联系统是适定的, 则 Σ∃ 满
足由 0 定义的 IQ C,且

K ( jΞ; p , q)

1

3

0 ( jΞ)
K ( jΞ; p , q)

1
< 0,

Π Ξ∈Rϖ. (4)

　　注 1　适定性与实际物理系统的结构有关,通

常情况下总假定该条件满足. Σ∃ 满足由 0 定义的
IQ C 与参数不确定性无关,仅与动态不确定 ∃ 和乘
子 0 的结构有关. 于是问题便转化为对所有的不确

定参数 p ∈ P 和 q∈Q 检验不等式 (4).

　　下面讨论时滞参数不确定系统的稳定性检验

问题. 假定 IQ C 乘子按输入输出分块为

0 ( jΞ) =
0 11 ( jΞ) 0 12 ( jΞ)

0 3
12 ( jΞ) 0 22 ( jΞ)

,

0� ( jΞ) =
0 11 ( jΞ) e- jΞh0 12 ( jΞ)

e jΞh0 3
12 ( jΞ) 0 22 ( jΞ)

,

且定义

W ( jΞ; p , q) =

A ( jΞ, p ) e- jΞh

B ( jΞ, q)

3

0 ( jΞ)
A ( jΞ, p ) e- jΞh

B ( jΞ, q)
. (5)

令

W� ( jΞ; A ( jΞ, p )B ( jΞ, q) ) =

A ( jΞ, p )

B ( jΞ, q)

3

0� ( jΞ)
A ( jΞ, p )

B ( jΞ, q)
,

易证

W ( jΞ; p , q) = W
� ( jΞ; A ( jΞ, p ) ,B ( jΞ, q) ). (6)

　　定义2　给定Ξ∈Rϖ,若0 11 ( j Ξ) ≥0或0 11 ( jΞ)

= 0, 0 22 ( jΞ) ≥0或0 22 ( jΞ) = 0,则称0� ( jΞ) 是双凸

的 (双线性的) ; 若 0 11 ( jΞ) ≥ 0 或 0 11 ( jΞ) ≤ 0,

0 22 ( jΞ) ≥ 0 或 0 22 ( jΞ) ≤ 0, 0 12 ( jΞ) ≠ 0, 则称
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0� ( jΞ) 是凸凹的; 若 0 11 ( jΞ) > 0 或 0 11 ( jΞ) < 0,

0 22 ( jΞ) > 0 或 0 22 ( jΞ) < 0, 0 22 ( jΞ) ≠ 0, 则称

0� ( jΞ) 是双曲的.

　　注 2　由于A (s, p ) 和B (s, q) 分别是 p 和 q的

仿射函数,且 e- hs不改变 IQ C乘子的正负性,易知对

于任意给定的 Ξ∈Rϖ, 0
～

( jΞ) 是双凸的 (双线性的) ,

W ( jΞ; p , q) 是双凸 (双线性) 函数, 0
～

( jΞ) 是凸凹的

(双曲的) ,W ( jΞ, p , q) 是凸凹函数.

　　引理 1

K ( jΞ; p , q)

1

3

0 ( jΞ)
K ( jΞ; p , q)

1
< 0,

Π Ξ∈Rϖ,

当且仅当

W ( jΞ; p , q) < 0, Π Ξ∈Rϖ. (7)

　　注 3　定理 1中不等式 (4) 的检验等价于对所

有的不确定参数检验不等式 (7).

　　引理 2[10 ]　令 f : R n×R m →R 是双凸函数, S 3

和 T 3 分别是凸多面体S < R n和 T < R m 上的顶点

集,则有

m ax
x∈S , y∈T

f (x , y ) = m ax
x∈S 3, y∈T 3

f (x , y ).

　　引理3[5 ]　令 f : R n×R m →R 是凸凹函数, S <
R n和 T < R m 是凸多面体,L = af f (T ) 是 T 上的仿

射包,且Α∈R. 如果存在 y ∈L öT ,对任意的 x ∈S

满足 f (x , y 3 ) ≥ Α,则 m ax
x∈S , y∈T

f (x , y ) < Α,当且仅当

m ax
x∈S 3, y∈5rT

f (x , y ) < Α,其中 5r (õ) 是对应的仿射包的

棱边集.

3　主要定理
　　记 P 3 和Q 3 分别为 P 和Q 的顶点集.

　　定理 2　假定对所有的 Ξ∈Rϖ, IQ C 乘子 0 的
导出乘子 0� ( jΞ) 是双凸的,则图 1所示时滞参数不

确定系统是鲁棒稳定的. 若对任意的 p ∈ P 和 q ∈

Q , Π Σ∈ [ 0, 1 ], K (s; p , q) 和 Σ∃组成的互联系统是
适定的,则 Σ∃ 满足由 0 定义的 IQ C,且

m ax
p∈P 3 , q∈Q 3

K ( jΞ; p , q)

1

3

0 ( jΞ)
K ( jΞ; p , q

1
< 0,

Π Ξ∈Rϖ. (8)

　　证明　仅需检验在给定的假定下,定理中不等

式 (8) 与定理 1中不等式 (4) 是等价的. 由引理 2,定

理 1中不等式 (4) 等价于

m ax
p∈P , q∈Q

W ( jΞ; p , q) < 0, Π Ξ∈Rϖ.

由于导出乘子 0� ( jΞ) 是双凸的,由注 2知,对于任意

的Ξ∈Rϖ,W ( jΞ; p , q) 为双凸函数. 则由引理2可知,

上述不等式成立当且仅当

m ax
p∈P 3, q∈Q 3

W ( jΞ; p , q) < 0, Π Ξ∈Rϖ. (9)

根据引理 1,不等式 (8) 等价于定理 1中不等式 (4).

□

　　注4　与定理1相比,定理2将无穷维稳定检验

问题转化为有限检验问题.

　　推论 1　假定对所有的 Ξ∈Rϖ, IQ C 乘子 0 的
导出乘子 0� ( jΞ) 是双线性的,则图 1所示时滞参数

不确定系统是鲁棒稳定的. 若对任意的 p ∈ P 和 q

∈Q , Π Σ∈ [ 0, 1 ], K (s; p , q) 和Σ∃组成的互联系统
是适定的,则 Σ∃ 满足由 0 定义的 IQ C,且

m ax
p∈P 3, q∈Q 3

R e{e jΞh0 3
12 ( jΞ) K ( jΞ; p , q) } < 0,

Π Ξ∈Rϖ. (10)

　　证明　由于假设导出乘子 0� ( jΞ) 是双线性的.

即

0� ( jΞ) =
0 e- jΞh0 12 ( jΞ)

e jΞh0 3
12 ( jΞ) 0

,

根据定义 1,由乘子 0 定义的 IQ C 对 Σ是凸的. 因而

若 ∃满足由 0 定义的 IQ C,对Π Σ∈ [ 0, 1 ], Σ∃满足
由 0 定义的 IQ C. 而定理 1中不等式 (4) , 对于 Π Ξ
∈Rϖ有

m ax
p∈P 3, q∈Q 3

R e{e jΞh0 3
12 ( jΞ) K ( jΞ; p , q) } =

1
2

m ax
p∈P 3, q∈Q 3

K ( jΞ; p , q)

1

3

0 ( jΞ)
K ( jΞ; p , q)

1
.

从而推论成立. □

　　下面考虑 IQ C 的导出乘子 0� ( jΞ) 为凸凹的情

形. 令 p 3
1 , p 3

2 ∈P 3 为多面体P 的两个不同的顶点,

p E = {Κ3
p 1 + (1 - Κ) p 3

2 : 0≤Κ≤ 1}是顶点 p 3
1 和 p 3

2

的凸组合. 若 P E ∈ 5rP ,则 p E 可看作多面体 P 的一

个凸出棱边. 由于其棱边数是有限的, 定义 p E 为 P

的所有凸出棱边的集合,类似地可定义Q E.

　　定理 3　假定对所有的 Ξ∈Rϖ, IQ C 乘子 0 的
导出乘子 0�为凸凹的,且有 0�11≥ 0和 0�22≤ 0,则图

1所示时滞参数不确定系统是稳定的. 若对任意的 p

∈ P 和 q∈Q , Π Σ∈ [ 0, 1 ], K (s; p , q) 和Σ∃组成的
互联系统是适定的,则 Σ∃ 满足由 0 定义的 IQ C,且

m ax
p∈P 3, q∈Q E

K ( jΞ; p , q)

1

3

0 ( jΞ)
K ( jΞ; p , q)

1
< 0,

Π Ξ∈Rϖ. (11)

　　证明　首先由定理假设, IQ 乘子 0 的导出乘

子 0
～

( jΞ) 中 0�22 = 0 22≤ 0,即由乘子 0 定义的 IQ C

关于 Σ是凸的. 因此, ∃ 满足由 0 定义的 IQ C, 对于
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Π Σ∈ [ 0, 1 ], Σ∃ 也满足由 0 定义的 IQ C. 而对于定

理 1中的不等式 (4) ,由引理 1和式 (5) 可得

m ax
p∈P 3, q∈Q E

W
� ( jΞ; A ( jΞ3 , p ) ,B ( jΞ, q) ) < 0,

Π Ξ∈Rϖ. (12)

对于给定的Ξ∈Rϖ,由式 (5) 定义的W� ( jΞ; A ( jΞ, p ) ,

B ( jΞ, q) ) < 0在C ×C 上是凸凹函数,等价于在R 2

×R 2上是凸凹函数,且A ( jΞ, P ) 和B ( jΞ,Q ) 为实域

R 2上的凸多边形. 由不等式 (12) 可知, 对任意的 Ξ
∈Rϖ, 0 | B ( jΞ,Q ) , 否则由棱边定理[11 ] , 存在 Ξ∈
Rϖ,使得

0∈B ( jΞ3 ,Q E ) ,

m ax
p∈P 3, q∈Q E

W� ( jΞ3 ; A ( jΞ3 , p ) ,B ( jΞ3 , q) ) < 0,

Π Ξ∈Rϖ.

与不等式 (12) 矛盾. 而 5rB ( jΞ,Q ) < B ( jΞ,Q E ) , 由

不等式 (12) 可得

m ax
p∈P 3, q∈5rB ( jΞ,Q )

W
� ( jΞ; A ( jΞ, p ) ,B ( jΞ, q) ) < 0,

Π Ξ∈Rϖ.

因 Ξ∈Rϖ, 0 | B ( jΞ,Q ) ,而且W
� ( jΞ; A ( jΞ, p ) , 0) ≥

0, Ξ∈Rϖ,由引理 3,不等式 (12) 成立,当且仅当

m ax
p∈P , q∈Q

W� ( jΞ; A ( jΞ, p ) ,B ( jΞ, q) ) < 0,

Π Ξ∈Rϖ.

等价于定理 1中的不等式 (4). □

　　类似于以上情形,可以得到如下定理:

　　定理 4　假定对所有的 Ξ∈Rϖ, IQ C 乘子 0 的
导出乘子 0�为凸凹的,且有 0�11≤ 0和 0�22≥ 0,则图

1所示时滞参数不确定系统是稳定的. 若对任意的 p

∈ P 和 q∈Q , Π Σ∈ [ 0, 1 ], K (s; p , q) 和Σ∃组成的
互联系统是适定的,则 Σ∃ 满足由 0 定义的 IQ C,且

m ax
p∈P E , q∈Q 3

K ( jΞ; p , q)

1

3

0 ( jΞ)
K ( jΞ; p , q)

1
< 0,

Π Ξ∈Rϖ. (13)

　　注 5　 IQ C乘子 0 的导出乘子为凸凹时,定理 3

和定理 4给出了时滞参数不确定系统鲁棒稳定的一

维棱边检验结果.

4　结　　语
　　本文基于积分二次约束方法研究了带时滞的参

数不确定反馈系统的鲁棒稳定性检验问题. 利用一

些已知结果 (如顶点检验结果和棱边检验结果) ,将

无穷维稳定性检验问题转化为一维检验或有限检验

问题.
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