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一类交通网络模型下路段行程时间的解析解
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(西北工业大学 空中交通管理系统研究所, 陕西 西安 710072)

摘　要: 针对一类路段输入流量具有时变特性的路段行程时间进行讨论, 所讨论的路段行程时间与路段流量具有

指数函数关系. 因无法直接求出这类方程关于路段行程时间的解析解,故对指数函数按级数进行展开,得出了路段行

程时间以及输出流量随输入流量变化的关系. 最后用数值试验对所得结论进行了仿真,结论令人满意.
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Abstract: T he link travel t im e co rresponding to tim e2varied inflow s, w h ich has an exponen tia l function rela t ion w ith

the link traffic flow , is disscussed. Because analytic so lu tion of link travel t im e can no t be found directly, the

analysis of the 12o rder series expansion of exponen tia l function is used to get the so lu tion. T he rela t ionsh ip betw een

ou tflow s and inflow s is given ou t. T he num erical sim ulation demonstra tes that the conclusion is sat isfied.
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1　引　　言
　　无论是交通流理论的研究,还是交通网络的分

析,路段行程时间都是判断交通运行状态的一个非

常重要的物理量. 目前, 智能运输系统 ( IT S)被公认

为解决交通拥挤、道路阻塞和交通事故等交通问题

的最佳途径, 通过利用可变信息标志将路段行程时

间信息 (如对主要路段行程时间的估计)提供给驾驶

员, 有助于驾驶员在道路网络中选择较好的行驶路

线. 恰当地估计未来路网行程时间是交通理论研究

的重要问题之一, 各国学者研究建立了多种算法,

如历史趋势、时间序列、神经网络、卡尔曼滤波、交通

模拟等. 然而, 在变化的交通状况和任意时段的条

件下, 这些方法和模型都不能取得令人满意的预测

结果.

本文试图从分析的角度来探讨一类现有的路段

行程时间模型的解,给出了路段行程时间随输入流

量与输出流量的变化而变化的关系. 仿真结果表明,

所给出的变化规律符合实际交通流的情况.

2　一类路段流量与路段行程时间具有指数

函数关系的模型
　　在动态交通分配模型中,假设路段行程时间是

路段上 t时刻流量 x 的函数,同时也是 t时刻输入流

量与输出流量的函数. 设 x ( t) , u ( t) , v ( t) 分别表示

时刻 t路段上的流量、输入流量和输出流量, Σ( t) 表

示时刻 t进入路段的交通流的行程时间,则

　　Σ( t) = f 1 (x ( t) , u ( t) ) + f 2 (x ( t) , v ( t) ). (1)
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其中: f 1 表示车辆在路段上的行程时间, f 2 表示车

辆在路段上的延滞时间, f 1和 f 2是非负的且关于变

量 x , u及 x , v的增函数. 若视 f 1和 f 2分别关于变量

独立,则 f 1 和 f 2 可分别写为

f 1 = f 1a (x ( t) ) + f 1b (u ( t) ) ,

f 2 = f 2a (x ( t) ) + f 2b (v ( t) ).

于是式 (1) 可写为

Σ( t) = Α+ f (x ( t) ) + g (u ( t) ) + h (v ( t) ). (2)

其中: Α可视为车辆自由行驶所花费的时间, f (0) =

g (0) = h (0) = 0.

式 (2) 的一个重要特殊情形是 Σ( t) = Α +

f (x ( t) ) ,即假设路段行程时间仅与路段上的交通流

量有关, 文献 [ 1～ 4 ] 对此均有介绍. Carey 等[5 ] 对

路段行程时间依赖于流量的如下形式:

Σ( t) = Α+ Β(x ( t) ) n , n ≥ 1, Α, Β > 0 (3)

的路段行程时间模型进行研究, 对一些简单情形给

出了关于 Σ( t) 的解的一些结果.

在动态交通网络模型中,对于 Σ( t) 与流量具有

的指数函数关系

Σ( t) = Β1exp (Β2x ( t) ) , Β1, Β2 > 0, (4)

在许多模型中均可见到[2 ] , 其中 Β1 和 Β2 是模型参

数,由交通调查所获得的数据确定. 显然, 由级数展

开理论可知,当 Β2x ( t) ∈ (0, 1) 时, exp (Β2x ( t) ) 可

表示为

exp (Β2x ( t) ) =

∑
n

n= 0

(Β2x ( t) ) n

n!
+

(Β2x ( t) ) n+ 1

(n + 1) !
exp (ΗΒ2x ( t) ) ,

0 < Η< 1. (5)

式 (5) 对分析与流量具有指数函数关系的路段行程

函数 Σ( t) 具有重要意义. 本文将对输入流量具有时

变特性的路段行程函数 Σ( t) 进行研究.

3　输入流量具有时变特性的路段行程时间
　　考虑一种最简单的路段流量输入函数

u ( t) =
0, t < 0;

U 0, t≥ 0.
(6)

假设在 t = 0时, x ( t) = v ( t) = 0,则由式 (4) 得Σ(0)

= Β1. 假定路段上无匝道, 车流进入和离开仅在路

段的起点与终点,可得路段上在 t时刻的流量

x ( t) = x (0) +∫
t

0
[u (w ) - v (w ) ]dw =

∫
t

0
[u (w ) - v (w ) ]dw . (7)

设路段上在 t时刻进入的流量在 t + Σ( t) 时刻离开,

则

∫
t

0
u (w ) dw =∫

t+ Σ( t)

0
v (w ) dw . (8)

对式 (8) 两端关于 t微分,得

u ( t) = v ( t + Σ( t) ) 1 +
dΣ( t)

d t
,

或 v ( t + Σ( t) ) =
u ( t)

1 + dΣ( t) öd t
. (9)

取式 (5) 的一阶展开式,即

Σ( t) = Β1 (1 + Β2x ( t) ) , (10)

两边关于 t微分,并由式 (7) 得

dΣ( t) öd t = Β1Β2 (u ( t) - v ( t) ) , (11)

代入式 (9) ,得

v ( t + Σ( t) ) =
u ( t)

1 + Β1Β2 (u ( t) - v ( t) ).
(12)

由式 (6) 和 (10) , 路段上车流的自由行程时间为 Σ0

= Β1,即在 t = 0时刻进入路段的车流量,经过路段

行程时间Σ0 = Β1后流出. 于是在 0≤ t≤Β1内,路段

上的输出流量 v 0 = 0,路段上的流量为 x ( t) = U 0Σ0.

同样地,在时刻 t = Σ0进入路段的流量,设经过行程

时间 Σ1后从路段上流出,于是在时段 Σ0≤ t < Σ0 +

Σ1 内的输出流量,由式 (12) 得

v 1 ( t) =
U 0

1 + Β1Β2U 0
, (13)

其中

Σ1 ( t) = Β1 (1 + Β2x ( t) ) =

Β1 1 + Β2∫
Σ0

0
(U 0 - v 0) dΞ =

Β1∑
1

i= 0

(Β1Β2U 0) i. (14)

在时刻 t = Σ0 + Σ1 进入路段的流量,设经过行程时

间 Σ2 后从路段上流出,于是在时段 Σ0 + Σ1≤ t < Σ0

+ Σ1 + Σ2 内的输出流量,由式 (12) 得

v 2 ( t) =
U 0 (1 + Β1Β2U 0)

1 + Β1Β2U 0 + (Β1Β2U 0) 2 , (15)

其中

Σ2 ( t) = Β1 (1 + Β2x ( t) ) =

Β1 1 + Β2∫
Σ0

0
(U 0 - v 0) dw +

Β2∫
Σ0+ Σ1

0
(U 0 - v 1) dΞ =

Β1∑
2

i= 0

(Β1Β2U 0) i. (16)

　　依次类推,得出在时刻 t = ∑
n- 1

i= 0
Σi进入路段的流

量,设经过行程时间Σn后从路段上流出,于是在时段

∑
n- 1

i= 0

Σi≤ t < ∑
n

i= 0

Σi 内的输出流量,由式 (12) 得
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v n ( t) =
U 0∑

n- 1

i= 0

(Β1Β2U 0) i

∑
n

i= 0

(Β1Β2U 0) i

, (17)

其中

Σn ( t) = Β1 (1 + Β2x ( t) ) =

Β1 1 + Β2∫
∑
n- 1

i= 0
Σi

0
(U 0 - v i) dΞ =

Β1∑
n

i= 0

(Β1Β2U 0) i. (18)

由式 (17) 得

lim
n→+ ∞

v n =

U 0,U 0 ≤
1

Β1Β2
;

1
Β1Β2

,U 0 >
1

Β1Β2
.

(19)

由式 (18) 得

lim
n→+ ∞

Σn =

Β1

1 - Β1Β2U 0
,U 0 ≤

1
Β1Β2

;

+ ∞,U 0 >
1

Β1Β2
.

(20)

　　式 (19) 和 (20) 表明,当 n→+ ∞,输入流量U 0

≤ 1öΒ1Β2 时,输出流量趋于U 0, 路段行程时间趋于

Β1ö(1 - Β1Β2U 0). 当输入流量U 0≥ 1öΒ1Β2时,输出

流量趋于 1öΒ1Β2, 路段行程时间趋于 + ∞. 可将

1öΒ1Β2视为路段通行能力, 即当输入流量大于或等

于路段通行能力时, 输出流量仍按路段的通行能力

流出,但路段行程时间将变得无法估计,这与现实中

的交通流情形是相吻合的.

4　数值仿真
　　假设某条路段上的输入流量为 (单位:辆ös)

u ( t) =
0, t < 0;

15, t≥ 0.

根据经验数据,取 Β1 = 10, Β2 = 0. 003,路段行程时

间 Σ( t) 取为模型 (4) 的一阶展开式 (10) ,即 Σ( t) =

Β1 (1 + Β2x ( t) ) . 此时,输入流量U 0≤ 1öΒ1Β2,输入

流量u ( t) 和输出流量v ( t) 关于时间的关系如图1所

示,路段行程时间关于时间的关系如图 2所示,其中

图 2中虚线为输入流量与输出流量相等时的路段行

驶时间. 可知当 n→+ ∞时,输出流量趋于U 0 = 15

辆ös,路段行程时间趋于
Β1

1 - Β1Β2U 0
= 18. 2 s.

对于上述路段, 若取 Β2 = 0. 03, 则 U 0 >

1öΒ1Β2. 此时输入流量 u ( t) 和输出流量 v ( t) 关于时

间的关系如图 3 所示, 路段行程时间关于时间的关

系如图4所示. 可知当n→+ ∞时 , 输出流量趋于

图 1　输入流量 u ( t) ,输出流量 v ( t) 与 t的关系

图 2　路段行驶时间与 t的关系

图 3　输入流量 u ( t) ,输出流量 v ( t) 与 t的关系

图 4　路段行驶时间与 t的关系

路段通行能力,即U 0 = 3. 33辆ös,路段行程时间将

变得无法估计.

5　结　　语
　　本文对一类路段输入流量具有时变特性的路

程时间进行讨论, 所讨论的路段行程时间与路段流

量具有指数函数关系. 针对模型 (4) ,可将 1öΒ1Β2 视

为路段通行能力, 当输入流量小于路段通行能力以
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及输入流量大于或等于路段通行能力时, 输出流量

的变化规律可由式 (19) 表示,路段行程时间的变化

规律由式 (20) 表示. 这与现实中的交通流情形是相

吻合的.

利用展开式对不可解的超越方程的解进行研

究,是分析具有指数函数形式的路段行程时间的解

的方法之一. 对于实际路段中的输入流量远远复杂

于本文所讨论的情形, 如何利用展开式的方法得出

解析解值得进一步研究.
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