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基于结构L yapunov矩阵的静态输出反馈镇定
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(浙江大学 工业控制技术国家重点实验室,先进控制研究所, 浙江 杭州 310027)

摘　要: 线性时不变系统的静态输出反馈控制可行性等价于两个耦合的线性矩阵不等式解的存在性问题,这导致了

一个非线性最优化问题,是无法直接求解的. 针对线性时不变系统 (L T I) ,深入研究这两个矩阵不等式的关系,通过

构造一个结构L yapunov矩阵,给出了一个问题有解的充分条件,并在此基础上提出一个静态输出反馈镇定算法. 利

用线性矩阵不等式 (LM I)方法,可直接求解出相应的输出反馈增益. 数值实例证明了该方法的有效性.
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Abstract: T he ex istence of a sta t ic ou tpu t feedback fo r linear t im e2invarian t system s is equ ivalen t to the so lvab ility of

tw o coup led linear m atrix inequalit ies (LM I) , w h ich is a non2linear op tim ization p rob lem and can no t be so lved

directly. Fo r linear t im e2invarian t (L T I) system s, the rela t ion of the tw o inequalit ies is studied in deta il and a

structu red L yapunov m atrix is p ropo sed to derive a sufficien t condit ion of the so lvab ility fo r the stab ilizat ion

p rob lem. T he co rresponding algo rithm is addressed, w h ich is simp le and so lvab le by LM I m ethod. T he simp licity

and effectiveness of the p ropo sed app roach are demonstra ted by som e num erical examp les.
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1　引　　言
　　在实际控制系统中,由于状态变量的不可获得

或测量代价的昂贵,相比状态反馈,静态输出反馈具

有更广泛的应用背景. 但是,困扰静态输出反馈的一

个关键问题是稳定性的判断. 为了解决这个问题,国

内外众多学者们进行了大量的研究,并给出了一些

解决方法. Ben ton 和 Gerom el等[1～ 5 ]证明了一个输

出反馈镇定存在的充分必要条件,该条件由两个相

耦合的矩阵不等式组成,其中一个的解是另一个解

的逆矩阵, 并给出了两个相应的代数解法. 在文献

[ 2 ]中, Gerom el等提出了一个m inöm ax 的迭代算

法, 并在文献 [ 3～ 5 ]中加以完善和扩展. Ben ton 等

在文献 [ 1 ]中详述了一个同时可稳可测 (SSD )的概

念,并基于这个概念给出了一个非迭代方法. 该方法

的可行性受初始状态反馈增益的影响,而如何确定

合适的初始状态反馈非常困难. Cao等[6 ]提出另一
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个不同的充分必要条件,该条件是一个二次矩阵不

等式,同样无法直接求解. Cao 等给出了一个迭代算

法,该算法需要一个标准的R iccat i代数方程的解作

为初始矩阵,算法的全局收敛性与此矩阵的选择相

关. 以上解法中,都仅仅是保证了充分性,即解法不

成功并不能说明该系统无法通过输出反馈镇定. 因

此寻找保守性更弱的充分解法或者更进一步的充要

性解法仍然是控制理论界研究的热门课题.

P rem Pain 等[7 ]针对一类满足一定条件的最小

相位系统提出一个基于结构L yapunov 矩阵的静态

输出反馈设计方法. 该方法将相耦合的矩阵对化简

为直接的线性矩阵不等式,从而直接求解输出反馈

增益.

本文基于这种结构L yapunov 矩阵的方法, 通

过深入研究两个相互耦合的矩阵不等式的关系,针

对更普遍的线性时不变系统, 给出了一个结构

L yapunov 矩阵存在的充分条件,并在此基础上提出

一个非迭代算法,以有效地求解静态输出反馈增益.

最后,数值例子表明了该解法的有效性和普遍性.

2　问题描述
　　考虑如下线性时不变系统:

xα= A x + B u, y = Cx. (2. 1)

其中: x ∈R n 为状态向量; u ∈Rm 为控制向量; y ∈

R r为输出向量; A ,B , C 为适当维数的常数矩阵. 矩

阵对 (A ,B ) 和 (A , C) 分别是可镇定和可测的, 并引

入如下假设:

(A 1) : m ≤ r and rank (CB ) = m .

　　 静态输出反馈问题就是寻找一个矩阵 F ∈

Rm×r,构成反馈 u = F y ,使得闭环系统稳定. 也就是

存在一个对称正定矩阵 P ∈R n×n ,使得下式成立:

(A + B FC) T P + P (A + B FC) < 0. (2. 2)

　　注意到这是一个二次线性不等式,无法采用线

性矩阵不等式的方法直接求解. Ben ton 等在文献

[ 1 ] 中证明了不等式 (2. 2) 有解的一个充分必要条

件:

引理 1[1 ]　线性系统 (2. 1) 是静态输出反馈可

镇定的,当且仅当存在对称正定矩阵 P 和正实数 Ρ1

和 Ρ2,使得下面的不等式对同时成立:

A T P + PA - Ρ1PBB TP < 0; (2. 3)

A T P + PA - Ρ2CTC < 0. (2. 4)

　　对式 (3) 两端同乘以 P - 1,可得

P - 1A T + A P - 1 - Ρ1BB T < 0. (2. 5)

　　不等式 (2. 4) 和 (2. 5) 均是线性矩阵不等式,若

同时成立必须满足:一个的解是另一个解的逆. 这样

耦合的矩阵不等式对无法直接利用LM I技术加以

求解. 注意到不等式 (2. 3) 和 (2. 5) 的等价性, 因此

不等式 (2. 3) 和 (2. 4) 具有相同的耦合特性. 本文研

究的问题就是寻求一个直接求解不等式对{ (2. 3)

(2. 4) } 的办法, 从而得到矩阵不等式 (2. 2) 的

L yapunov 矩阵解 P. 下面给出的引理将在后面的证

明过程中用到.

引理2[8 ] (Schu r补引理)　设R T
1 = R 1, R T

2 = R 2,

则
R 1 S

S T R 2

> 0 成立, 当且仅当 R 2 > 0, R 1 -

SR - 1
2 S T > 0,或R 1 > 0, R 2 - S TR - 1

1 S > 0.

引理 3　对任意矩阵D , E ∈ R p×n 和对称正定

矩阵X ∈R n×n ,有下式成立:

D E T + D TE ≤D X D T + E TX - 1E. (2. 6)

　　证明　对一可逆对称矩阵R ∈R n×n ,有

(D R - ER - 1) (D R - ER - 1) T ≥ 0, (2. 7)

展开后得

D E T + D TE ≤D R 2D T + E TR - 2E. (2. 8)

令 X = R 2,即得式 (2. 6) ,注意到R 是对称的, 则 X

为对称正定阵. □

引入一个规范形作为后续研究分析的基础.

引理 4　 对于满足 (A 1) 的线性时不变系统

(2. 1) , 必然存在一个线性变换,使得系统在新的坐

标系下有如下结构:

输入矩阵

B =
0

Im

, (2. 9)

输出矩阵

C = [C1　C2 ], (2. 10)

其中C2 ∈R r×m 是列满秩的.

证明　定义B�∈R n× (n- m ) 为B 的正交补矩阵,

显然有B�TB = 0. 定义变换阵 #: # =
B�T

(B TB ) - 1B T
,

对系统进行坐标变换,即得式 (2. 9) 和 (2. 10).

注意到 rank (CB ) = m 和CB = C2,则C2必是列

满秩. □

相应地,将系统矩阵也分块表示为

A =
A 11 A 12

A 21 A 22

, (2. 11)

其中A 11∈R
(n- m )× (n- m ). 式 (2. 9)～ (2. 11) 被定义为

系统规范型. 不失一般性, 在接下来的段落中, 总认

为所研究的系统具有这样的规范型.

3　结构L yapunov矩阵
　　任何一个对称正定矩阵总可表示为如下结构
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形式:

P =
P 1 + N TP 2N N T P 2

P 2N P 2

. (3. 1)

其中: P 1 ∈R
(n- m )× (n- m ) , P 2 ∈Rm×m ,N ∈Rm× (n- m ).

定义

T =
In- m 0

N Im

, Pδ =
P 1 0

0 P 2

, (3. 2)

则有

P = TT PδT , (3. 3)

显然 P > 0当且仅当 Pδ > 0.

由式 (3. 1)～ (3. 3) , 不等式对{ (2. 3) , (2. 4) }

可重写为

PδAδ + AδT Pδ - Ρ1PδBδBδTPδ < 0, (3. 4)

PδAδ + AδT Pδ - Ρ2C
δTCδ < 0. (3. 5)

其中

AδT = TA T - 1 = T
A 11 A 12

A 21 A 22

T - 1,

Bδ = TB =
0

Im

,

Cδ = CT - 1 = [C1 - C2N　C2 ]. (3. 6)

4　主要结果
　　本节直接给出如下定理:

定理 1　 对于满足 (A 1) 的线性时不变系统

(2. 1) , 当正实数 Λ→ 0时,若存在对称正定矩阵Q 1

∈R
(n- m )× (n- m ) ,W ∈R r×r和矩阵 Y∈Rm× (n- m ) 满足

　Q 1 > 0, (4. 1)

　

A 11Q 1 - A 12Y +

(A 11Q 1 - A 12Y) T
(C1Q 1 - C2Y) T

C1Q 1 - C2Y - W

< 0, (4. 2)

　0 < W < ΛI , (4. 3)

则一定有如式 (3. 2) 结构形式的矩阵T和Pδ存在,并

使得不等式对{ (3. 4) , (3. 5) }成立,其中N = YQ - 1
1 .

证明　与结构L yapunov矩阵 (3. 1) 相对应,将

矩阵 PδAδ + AδTPδ分块为

PδAδ + AδTPδ =
8 11 8 12

8 T
12 8 22

. (4. 4)

其中

8 11 = P 1 (A 11 - A 12N ) + (A 11 - A 12N ) T P 1, (4. 5)

8 12 = P 1A 12 + (N A 11 + A 21 - N A 12N - A 22N ) TP 2,

(4. 6)

8 22 = P 2 (A 22 + N A 21) + (A 22 + N A 21) T P 2. (4. 7)

展开不等式 (3. 4) ,有

PδAδ + AδT Pδ - Ρ1PδBδBδTPδ =

8 11 8 12

8 T
12 8 22 - Ρ1P 2

2

. (4. 8)

由引理 2,不等式 (3. 4) 成立,当且仅当下两式成立:

　8 22 - Ρ1P 2
2 < 0, (4. 9)

　8 11 - 8 12 (8 22 - Ρ1P 2
2) - 18 T

12 < 0. (4. 10)

由式 (4. 2) ,可得

(A 11Q 1 - A 12Y) + (A 11Q - A 12Y) T < 0,

(4. 11)

不等式 (4. 11) 两边同乘以Q - 1
1 , 得

Q - 1
1 (A 11 - A 12N ) + (A 11 - A 12N ) TQ - 1

1 < 0.

(4. 12)

令 P 1 = Q - 1
1 ,即得 8 11 < 0. 又 P 2 > 0,故必存在一正

实数 Σ1,对任一对称正定矩阵 P 2 使得 8 22 - Σ1P 2
2 <

0. 定义 Σ= Ρ1 - Σ1,则有 8 22 - Ρ1P 2
2 < - ΣP - 2

2 .

即有

8 11 - 8 12 (8 22 - Ρ1P 2
2) - 18 T

12 <

8 11 + Σ- 18 12P - 2
2 8 T

12. (4. 13)

由于 8 11 < 0,故当Σ足够大时,上式右边负定必然成

立,因此不等式 (3. 4) 成立.

定义C3 = C1 - C2N ,展开不等式 (3. 5) 为

M = PδAδ + AδTPδ - Ρ2C
δTCδ =

8 11 - Ρ2CT
3C3 8 12

8 T
12 8 22 - Ρ2CT

2C2

-

Ρ2

CT
3

0
[ 0　C2 ] +

0

CT
2

[C3　0 ] . (4. 14)

由引理 3,有

　
CT

3

0
[ 0　C2 ] +

0

CT
2

[C3　0 ] ≤

　
I

0
CTXC3 [ I　0 ] +

0

I
CT

2X - 1C2 [ 0　I ], (4. 15)

其中X 为任意对称正定矩阵. 式 (4. 14) 便可化简为

M ≤

8 11 + Ρ2CT
3 (X -

I )C3

8 12

8 T
12

8 22 - Ρ2CT
2 ( I -

X - 1)C2

.

(4. 16)

由式 (4. 2) 和引理 2可得

A 11Q 1 - A 12Y + (A 11Q 1 - A 12Y) T +

Q 1CT
3W - 1C3Q 1 < 0. (4. 17)

令 Ρ2 (X - I ) = W - 1,且不等式 (4. 17) 两端同乘以

P 1 = Q - 1
1 ,则

8 11 + Ρ2C
T
3 (X - I )C3 < 0. (4. 18)

注意到不等式 (4. 3) ,可有
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Ρ2 ( I - X - 1) = X - 1ö2W - 1X - 1ö2 > Λ- 1X - 1,

(4. 19)

即有

8 22 - Ρ2CT
2 ( I - X - 1)C2 <

8 22 - Λ- 1CT
2X - 1C2. (4. 20)

　　由规范型描述 (引理 4) , 可知 CT
2 是行满秩的,

故矩阵对{ (A 22 - NA 21) , CT
2 }可控,即必存在对称正

定矩阵P 2和任意正实数Ε使得 8 22 - ΕCT
2X - 1C2 < 0.

令 Λ- 1
0 = Ε- Λ- 1,不妨取 Ε足够小,显然 Λ0 < 0. 则

可以放大不等式 (4. 20) 为

8 22 - Ρ2CT
2 ( I - X - 1)C2 <

8 22 - Λ- 1CT
2X - 1C2 <

Λ- 1
0 CT

2X - 1C2. (4. 21)

故不等式 (4. 16) 的右端满足
8 11 + Ρ2CT

3 (X - I )C3 8 12

8 T
12 8 22 - Ρ2CT

2 ( I - X - 1)C2

<

8 11 + Ρ2CT
3 (X - I )C3 8 12

8 T
12 Λ- 1

0 CT
2X - 1C2

. (4. 22)

考虑不等式 (4. 18) , 8 11 + Ρ2C
T
3 (X - I)C3 < 0,故当

Λ→ 0, Λ0 → 0,必有

8 11 + Ρ2CT
3 (X - I)C3 -

Λ08 12 (CT
2X - 1C2) - 18 T

12 < 0. (4. 23)

由引理 2和不等式 (4. 16) , (4. 22) , 知M < 0, 即不

等式 (16) 成立. □

注1　对线性时不变系统{A ,B , C},定理1将寻

找耦合矩阵对{ (1. 3) , (1. 4) } 的解转换为寻找一个

满足式 (4. 1)～ (4. 3) 的矩阵N. 如果存在这样的

N , 那么必有一个坐标变换阵 T,使得在新坐标系下

系统存在一个对角结构的L yapunov矩阵 Pδ为耦合
矩阵对{ (1. 3) , (1. 4) }的解.

注 2　在 (A 1) 中假设了m ≤ r,即输入维数不

大于输出的维数. 注意到不等式对{ (1. 4) , (1. 5) }

的对称性, 这个假设是不失一般性的. 如果m > r,

可以求解原系统的对偶系统,即求系统{A T , CT ,B T }

满足式 (1. 2) 的L yapunov矩阵 P ,这时仍满足假设

(A 1) 中的输入维数不大于输出维数.

注 3　对一些线性时不变系统, 如果存在满足

不等式组 (4. 1)～ (4. 3) 的N ,使得C3 = 0,显然定

理1中的Λ可以无限接近0,因此定理1是有解的. 但

在许多实际系统中这个条件往往是达不到的, 这时

Λ不仅不趋向零而且可能很大,定理 1将不成立,但

定理 1给我们提供了一个寻找N 的思路. 从定理 1

的证明可以看出, Λ越小,此时对应的N 使得不等式

对 (3. 4) , (3. 5) 有解的可能性越大.

综上所述,给出下面的算法,即静态输出反馈镇

定控制器求解算法:

Step 1: 根据引理 4,将线性时不变系统 (2. 1) 转

换为规范型.

Step 2: 求解线性不等式 (4. 1)～ (4. 3) ,得到 Λ
取得最小的解矩阵N.

Step 3: 由式 (3. 2) 得到坐标变换阵 T , 由式

(3. 6) 得新坐标系下的系统矩阵{Aδ,Bδ, Cδ}.

Step 4: 求解如下线性矩阵不等式:

8 11 < 0,

PδAδ + AδTPδ - Ρ2C
δTCδ < 0.

(4. 24)

其中: Pδ为对角对称正定阵, 具有式 (3. 2) 的结构,

8 11 见式 (4. 5).

Step 5: 固定 P = Pδ,对新坐标下的系统求解线

性矩阵不等式 (1. 2) ,即

(Aδ + BδFCδT ) Pδ + Pδ(Aδ + BδFCδ) < 0. (4. 25)

注意到坐标变换并不改变输出反馈阵, 所以矩阵不

等式 (4. 25) 的解 F 3 即为原系统的解. 如果矩阵不

等式 (4. 25) 无可行解,则该系统不能用此方法来使

得系统静态输出反馈镇定.

注 4　若对m > r的线性时不变系统,如注 2所

述求解其对偶系统,最后将解 F 3 转置,即是原系统

的镇定控制器增益阵. 与以往大多算法不同的是,该

方法是一种非迭代算法,在 Step 2, Step 4和 Step 5中

所需求解的矩阵不等式均为线性矩阵不等式, 利用

M atlab 的LM I2too ls[9 ] 可以很方便地求解.

5　数值仿真
　　下面给出几个例子来检验本文方法的可行性.

例 1　存在N 使得C 3 = 0.

考虑一个具有如下参数矩阵的线性时不变系

统:

A =

0. 803 0 0. 863 2 0. 589 9 0. 094 0

0. 401 7 0. 170 0 0. 503 5 0. 974 2

0. 707 6 0. 942 8 0. 769 7 0. 642 7

0. 934 1 0. 852 3 0. 689 1 0. 038 7

,

B =

0. 371 3 0. 934 2

0. 319 8 0. 899 2

0. 494 8 0. 044 4

0. 795 6 0. 221 9

,

C =
0. 879 6 0. 203 9 0. 592 4 0. 689 6

0. 128 6 0. 422 9 0. 578 4 0. 536 6
.

按本文算法,解得

C3 = 10- 18 ×
0. 098 7 0. 308 7

- 0. 156 3 - 0. 473 4
,
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Λm in = 4. 853 10- 12,

F 3 =
- 24. 628 5 - 21. 332 5

- 7. 972 4 29. 370 4
.

　　 最终闭环系统 的 极 点 为 - 31. 372 2,

- 0. 221 3和 - 3. 301 2± 1. 818 1i. 注意到系统的

不变零点为 - 0. 224 4和 - 1. 935 7,是稳定的,符

合文献[ 7 ] 中所提的特殊系统,亦可用[ 7 ] 中选择特

定N 的办法得到系统的镇定解.

例 2　不满足D avision2K im u ra定理[10, 11 ] 的线

性时不变系统.

考虑一个具有如下参数矩阵的线性时不变系

统:

A =

1. 015 3 - 0. 844 2 - 0. 255 5 - 0. 093 0

0. 159 1 0. 086 5 - 0. 079 0 - 0. 010 2

0. 670 7 - 0. 858 7 0. 182 9 - 0. 204 4

1. 046 9 - 0. 609 5 - 0. 569 7 0. 101 9

,

B =

0. 133 3 0. 566 0

0. 464 1 0. 255 3

0. 071 3 0. 238 5

0. 581 2 0. 016 0

,

CT =

0. 384 7 0. 757 3

0. 575 2 0. 408 1

0. 195 7 0. 512 2

0. 713 3 0. 867 4

.

　　该线性时不变系统是不满足Davison2K im u ra

定理[10, 11 ] 的,即开环系统的不稳定极点数 p 不满足

m + r - 1 ≥ p , 且该系统的不变零点 0. 106 7 ±

0. 196 7i不稳定,为非最小相位系统,故这个系统无

法用文献[ 7 ] 中的方法加以镇定. 而按本文的算法,

可解得其镇定解为

F 3 =
- 3. 113 6 - 16. 039 6

6. 190 8 - 5. 942 5
,

闭环极点为 - 10. 306 4, - 0. 051 3和 - 0. 520 5±

0. 599 4i.

例 3　可行性分析.

此例研究n = 4的线性时不变系统,输入ö输出
维 数 从 满 足 D avison2K im u ra 定 理 到 不 满 足

D avison2K im u ra 定理进行变化, 针对每一情况, 随

机产生 1 000个线性时不变系统进行测试.

　　由于对称性,这里略去了 (m , r) 为 (2, 3) (1, 3) ,

⋯等的情况,具体可见注 2和注 4. 从表 1和表 2可

以看出,当m + r > n时,即使所有的开环极点均不

稳定,本文方法仍十分有效. 由表1所示,当m + r≤

n时, 因此时系统不满足D av isio n 2K im u ra定理, 极

表 1　对开环极点均不稳定的线性时不变系统,在

　 　 所有可能输入ö输出维数下算法的可行率

(m , r) (3, 3) (3, 2) (3, 1) (2, 2) (2, 1) (1, 1)

失败数 0 7 911 847 990 0

成功比率 1. 000 0. 993 0. 089 0. 153 0. 01 0. 000

表 2　对任意的线性时不变系统,在所有

　　　　可能输入ö输出维数下算法的可行率

(m , r) (3, 3) (3, 2) (3, 1) (2, 2) (2, 1) (1, 1)

失败数 0 0 367 355 688 869

成功比率 1. 000 1. 000 0. 633 0. 645 0. 312 0. 131

有可能系统本身就无法通过静态输出反馈镇定; 当

m + r = n 时,本文算法最低也有近 9◊ 的成功率,

还是有相当效果的. 由表 2所示,当输入ö输出维数
降 低 时, 考 虑 到 随 机 产 生 的 系 统 不 满 足

D avision2K im u ra 定理的比例升高,所得的计算结果

表明本文算法是比较有效的.

6　结　　语
　　本文研究了线性时不变系统的静态输出反馈可

镇定问题,针对相互耦合的矩阵不等式对的不可直

接求解问题, 提出了一个基于结构L yapunov 矩阵

的求解算法. 数值例子证明了该算法不仅可以解决

受限制的非最小相位系统,对更普遍的线性时不变

系统 (如非最小相位系统, 不满足D avison2K im u ra

定理限制的系统等) ,也能够部分地进行静态输出反

馈镇定; 同以往成果不同的是: 该算法为非迭代算

法,因此求解过程简单易行. 最后的随机算例表明了

该方法具有较强的普遍性.
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