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马尔可夫决策过程复杂性的熵测度
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摘　要: 应用 Shannon 熵和其他熵指数来度量马尔可夫决策的复杂性 1将马尔可夫链的复杂性、不确定性和不可预
测性的度量扩展到马尔可夫决策,提出一套基于信息理论的复杂性度量方法,可用于随机和确定性策略下的完全观

测和不完全观测马尔可夫决策. 对有关数值进行仿真研究,并给出了计算结果.
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1　引　　言
　　近年来,许多学者致力于研究如何描述使系统

变得复杂的复杂动态行为和混沌行为, 例如美国

San ta Fe 研究所提出的复杂适应系统理论. 由于复

杂性的多面性,其定义[1 ]还不能被多数学者所接受,

而如何度量复杂性则是始终没有解决的问题. 实际

上,不同的复杂性度量方法是以不同的方法来度量

一个复杂系统的难度,包括构造一个对象,描述一个

系统,执行一个任务等. 例如一种称为算法复杂性或

计算复杂性,它是用来度量准确重构一个序列的难

度[1 ]. 另一种复杂性的直觉概念是不确定性、随机

性和不可预测性的度量. 在复杂系统中,不确定性、

随机性和不可预测性会加大求解问题的困难.

熵最早由 Shannon 引入信息理论,并应用于信

息编码,他把熵定义为描述系统状态或系统不确定

水平所需要的信息总量. Ko lmogo rov 将 Shannon

熵理论扩展到动态过程的研究,并揭示了信息与一

种复杂性的内在联系. 后来的研究者提出了一些有

关熵测度的概念,如块熵、熵率、熵增加、可预测性增

加、过渡熵和瞬时信息等[1～ 6 ]. 这些熵测度用来度量

不同序列的复杂性、不确定性和不可预测性,并在时

间序列、排队过程、字母序列和马尔可夫链等得到应
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用.

如何度量复杂系统中动态决策的复杂性是一个

非常重要而尚未解决的问题,而且迄今尚未见到有

关动态决策过程熵测度的研究报道. 本文考虑用块

熵、熵率、熵增加和可预测性增加等熵测度方法,来

度量马尔可夫决策的复杂性、不确定性和不可预测

性. 由于马尔可夫决策过程受决策者行为的影响,

它与一般的序列不同,其复杂性的度量更加复杂.

2　随机过程的熵测度
　　本文考虑的随机过程是时不变随机变量序列.

一个由L 个连续随机变量构成的随机过程可表示为

S L ≡S 1,⋯, S i,⋯, S L ,每个随机变量S i的范围属于

一个有限集 2. 用小写字母表示相应的具体值,即 sL

≡ s1,⋯, si,⋯, sL , si∈ 2. P r (si) 表示随机变量S i等

于具体值 si的概率,而P r (sL ) [即P r (s1,⋯, sL ) ]表示

L 个连续序列的联合概率. 下面讨论随机过程的熵

测度[7 ].

1) 块熵:长度为L 的序列的块熵定义为

H (L ) ≡H (s1, s2,⋯, sL ) =

H (s1) + H (s2ûs1) + H (s3ûs2, s1) +

⋯ + H (sL ûsL - 1,⋯, s1) =

- ∑
sL∈SL

P r (sL ) log2P r (sL ). (1)

其中: L > 0;当L = 0时,定义H (0) ≡ 0. 它可用来

度量随机序列的不确定性.

2) 熵增加和熵率: 熵增加 hΛ(L ) 定义为块熵

H (L ) 的一阶导数,即

hΛ(L ) ≡ ∃H (L ) ≡

H (L ) - H (L - 1) ,L > 0. (2)

当L = 0时,定义 h Λ(0) ≡ log2û2 û , log2ûS û 是单个
随机变量的最大可能熵. hΛ(L ) 也可表示成信息增

加或条件熵,即

hΛ (L ) = ∃H (L ) =

D [P r (sL )‖P r (sL - 1) ] = H [S L ûS L - 1 ]. (3)

其中 hΛ (L ) 是序列源随机性的估计.

定义另一个有限熵估计为

h′Λ (L ) ≡H (L ) öL ,L > 0. (4)

当L = 0时,同样定义 h′Λ(0) ≡ log2ûS û.
定义熵率为块熵关于L 的增长率,即

hΛ≡ lim
L→∞

h Λ(L ) = lim
L→∞

h′Λ(L ). (5)

熵率是随机性的测度, 可量化序列的不可归约的随

机性.

3) 可预测性增加: 可预测性增加定义为块熵的

二阶导数,即

∃2H (L ) = ∃h Λ(L ) =

hΛ(L ) - hΛ(L - 1) ,L > 1. (6)

其中 ∃ 2H (L ) 表示不可预测性的减少率, 而

- ∃ 2H (L ) 可看作从包含L - 1个变量的序列到包

含L 个变量的序列的可预测性的增加. 总可预测性

增加定义为

G = ∑
∞

L = 1
∃2H (L ). (7)

3　完全观测的马尔可夫决策过程的熵测度
　　在马尔可夫决策过程中,决策者在每个时间单

元时刻会选择一种行动,以此推进系统的状态变化.

马尔可夫决策可分为完全观测马尔可夫决策和不完

全观测马尔可夫决策.

完全观测马尔可夫决策过程是马尔可夫链的简

单扩展,其马尔可夫链不是自主变化的,而是由决策

者选择的行动推进. 设A 是行动集, 并假定为有限

集, an ∈A 表示时刻 n 所选择的行动.

设 P a (a ∈A ) 表示与行动有关的转移概率矩

阵. 从时刻 n 到下一决策时刻 n + 1,马尔可夫链将

按照与行动 an 相关的转移概率矩阵推进. 转移概率

矩阵的元素可表示为

P a
ij = P r (sn+ 1 = j ûsn = i, an = a) , i, j ∈S.

(8)

　　设W a (a∈A ) 表示与行动有关的报酬矩阵. 报

酬矩阵的元素W a
ij 表示在时刻 n的状态为 sn = i,所

选择的行动为 a ,且下一时刻的状态为 sn+ 1 = j 时所

得到的报酬. 假定报酬矩阵是有限的, 并设W a
i =

∑
k

j = 1
P a

ijW
a
ij 为时刻 n的状态为 sn = i和所选择的行动

为 a 的期望报酬.

3. 1　随机策略

在完全观测的马尔可夫决策过程中, 假设决策

者在决策时刻执行某一行动可表示为一个随机变

量. 这样便存在一个行动集的概率分布,其概率与系

统的状态有关,可以表示为 R a
i , 且∑

a∈A

R a
i = 1. 在时

不变情况下,转移概率矩阵变为∑
a∈A

R a
i P

a
ij. 假设P i为

状态的均衡概率,这样便可计算它的熵测度.

根据式 (1) 和马尔可夫的块熵公式, 便可得到

在随机策略下的完全观测的马尔可夫决策过程的块

熵,即

H (L ) = H (s1, s2,⋯, sL ) =

H (s1) + H (s2ûs1, a1) + H (s3ûs2, a2) +

⋯ + H (sL ûsL - 1, aL - 1) =
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- ∑
sL∈SL , a∈A

P r (s1) P r (s2ûs1, a1)⋯P r (sL ûsL - 1, aL - 1) ×

log2P r (s1) P r (s2ûs1, a1)⋯P r (sL ûsL - 1, aL - 1) =

- ∑
k

i= 1
P i log2P i - (L - 1)∑

k

i, j= 1
∑
a∈A

P iR
a
i P

a
ij log2P 2

ij.

(9)

根据式 (9) ,可得到其他熵测度

h Λ(L ) =

- ∑
k

i= 1
P i log2P i,L = 1;

- ∑
k

i, j= 1
∑
a∈A

P iR
a
i P

a
ij log2P a

ij ,L ≥ 2;

(10)

h′Λ(L ) =

-
1

L ∑
k

i= 1
P i log2P i -

(L - 1)
L ∑

k

i, j= 1
∑
a∈A

P iR
a
i P

a
ij log2P

a
ij ,L > 0; (11)

h Λ = - ∑
k

i, j= 1
∑
a∈A

P iR
a
i P

a
ij log2P a

ij; (12)

∃ 2H (L ) =

- ∑
k

i= 1
P i log2P i - log2ûS û ,L = 1;

- ∑
k

i, j= 1
∑
a∈A

P iR
a
i P

a
ij log2P a

ij + ∑
k

i= 1
P i log2P i,

　　L = 2;

0,L ≥ 3;

(13)

G = - ∑
k

i, j= 1
∑
a∈A

P iR
a
i P

a
ij log2P a

ij - log2ûS û. (14)

3. 2　确定性策略

在第 3. 1节, 决策者执行某一行动被看作随机

行为,但在大多实际情况下,决策者选择某一行动是

依据一个确定的策略或在不同决策时刻依据不同的

确定性策略, 例如值迭代的最优策略和策略空间迭

代的最优策略等[8 ]. 虽然一个确定性策略或确定性

策略序列可能隐藏着一个行动集的概率分布, 但不

知其准确的概率分布. 一个确定性策略包含了决策

者在每个状态时决策者所选择的行动, 它可表示成

一个向量, 其元素 ei (n) 是决策时刻为 n , 所处状态

为 i的决策行动. 在决策时刻 n的策略将决定此时的

转移概率,它是整个转移概率 P a
ij 中的一部分,可表

示为

P ij (n) = P a
ij ûa = ei (n). (15)

如果在不同决策时刻采用不同的策略, 则转移概率

矩阵是变化的. 这些序列性的熵测度 (如块熵、熵增

加和可预测性增加等) 的收敛性是不可知的, 相关

的指标性熵测度 (如熵率和总可预测性增加等) 的

公式也无法得到.

设 P i (1) 为初始状态的概率, 则两个相邻状态

的概率之间的关系为

P j ( l) = ∑
k

i= 1
P i ( l - 1) P ij ( l - 1) ,

1≤ i, j ≤ k , 2≤ l≤L . (16)

这样便可得到这些序列性的熵测度,块熵为

H (L ) = H (s1, s2,⋯, sL ) =

H (s1) + H (s2ûs1, a1) + H (s3ûs2, a2) +

⋯ + H (sL ûsL - 1, aL - 1) =

- ∑
k

i= 1
P i (1) log2P i (1) -

∑
k

i, j = 1
P i (1) P ij (1) log2P ij (1) - ⋯ -

∑
k

i, j = 1
P i (L - 1) P ij (L - 1) log2P ij (L - 1) =

- ∑
k

i= 1

P i (1) log2P i (1) -

∑
L - 1

l= 1
∑

k

i, j = 1
P i ( l) P ij ( l) log2P ij ( l). (17)

熵增加和可预测性增加等也可根据式 (2) , (4) 和

(6) 得到.

在确定性策略情况下, 完全观测的马尔可夫决

策过程指标性的熵测度没有定义. 对于序列性的熵

测度,可用仿真的方式进行研究,仿真可清楚地表明

这些熵测度是不收敛的.

4　不完全观测马尔可夫决策过程的熵测度
4. 1　随机策略

在不完全观测的马尔可夫决策过程中, 系统的

状态是不可知或无法观测的, 但存在另外一个可观

测的随机变量 d ∈D ,且它与状态序列直接有关. 其

关系可用一概率 qa
jd 表示,意指现有决策时刻所选择

的行动为 a , 下一时刻状态为 j , 且得到的观测状态

为 d 时的概率.

不完全观测的马尔可夫决策过程中有两个随机

序列,其一是状态序列 s1, s2,⋯, sL ,另一个是可观测

变量序列 d 1, d 2,⋯, dL - 1,它们之间的关系如图 1所

示. 其状态序列的熵测度与完全观测的马尔可夫决

策过程相同. 但由于状态是不可观测变量,讨论其熵

测度无实际意义. 可观测变量序列的每一项与状态

序列的对应项有关,例如 d 1和 s2与在状态 s1时的行

动相关,但它实际上只与状态 s1 以及在状态 s1 时的

行动相关,如图 1所示.
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图 1　两个随机序的关系

　　假设不完全观测的马尔可夫决策过程是时不

变的,其状态的均衡概率为 P i. 根据式 (12) ,可得到

其可观测变量序列的块熵

H (L ) = H (d 1, d 2,⋯, dL ) =

H (d 1ûs1, a1) + H (d 2ûs2, a2) +

⋯ + H (dL ûsL , aL ) =

- ∑
s1∈S , d 1∈D , a1∈A

P r (d 1, s1, a1) log2P r (d 1ûs1, a1) -

∑
s2∈S , d 2∈D , a2∈A

P r (d 2, s2, a2) log2P r (d 2ûs2, a2) - ⋯ -

∑
sL∈S , dL∈D , aL∈A

P r (dL , sL , aL ) log2P r (dL ûsL , aL ) =

- L∑
d∈D
∑

k

i= 1
∑
a∈A

P iR
a
i∑

k

j = 1
P a

ij q
a
jd log2∑

k

j = 1
P a

ijq
a
jd. (18)

　　根据式 (2) , (4) 和 (5) ,通过对式 (18) 的分析,

可得到 hΛ(L ) , h′Λ(L ) 和 hΛ, 而且它们是相同的. 根

据式 (6) , (7) 和 (18) , 采用随机策略时不完全观测

的马尔可夫决策过程的可预测性增加和总预测性也

可得到.

4. 2　确定性策略

在确定性策略情况下, 仍主要研究可观测变量

序列 d 1, d 2,⋯, dL - 1. 与完全观测的马尔可夫决策过

程一样,如果在不同决策时刻采用不同策略,则从状

态到可观测变量的转移概率矩阵是变化的. 从状态

到可观测变量的转移概率与此时的行动、状态转移

概率 P a
ij 以及概率 qa

jd 有关,可表示为

P id (n) = ∑
k

j = 1
P a

ij q
a
jd ûa = ei (n). (19)

在决策时刻 n , 状态转移概率仍是整个状态转移概

率 P a
ij 的一部分,可由式 (15) 表示; 两个相邻状态的

概率间关系可由式 (16) 确定. 这样, 如果初始状态

的概率已知, 便可计算任何时刻的状态概率和可观

测变量的概率.

于是可计算出序列性的熵测度, 但由于这些序

列性的熵测度的收敛性不可知, 从而无法得到指标

性的熵测度. 根据第 3. 1 节和第 3. 2 节, 可得到块

熵、熵增加和可预测性增加等熵测度,即

H (L ) = H (d 1, d 2,⋯, dL ) =

H (d 1ûs2, a1) + H (d 2ûs3, a2) + ⋯

+ H (dL ûsL + 1, aL ) =

H (d 1ûs1, a1) + H (d 2ûs2, a2) + ⋯

+ H (dL ûsL , aL ) =

- ∑
s1∈S , d 1∈D , a1∈A

P r (d 1, s1, a1) log2P r (d 1ûs1, a1) -

∑
s2∈S , d 2∈D , a2∈A

P r (d 2, s2, a2) log2P r (d 2ûs2, a2) - ⋯ -

∑
sL∈S , dL∈D , aL∈A

P r (dL , sL , aL ) log2P r (dL ûsL , aL ) =

- ∑
d∈D
∑

k

i= 1
P i (1) P id (1) log2P id (1) -

∑
d∈D
∑

k

i= 1

P i (2) P id (2) log2P id (2) - ⋯ -

∑
d∈D
∑

k

i= 1
P i (L ) P id (L ) log2P id (L ) =

- ∑
L

l= 1
∑
d∈D
∑

k

i= 1
P i ( l) P id ( l) log2P id ( l). (20)

根据式 (2) , (6) , (7) 和 (20) , 可计算出确定性策略

下不完全观测的马尔可夫决策过程的熵增加和可预

测性增加,而指标性熵测度 (如熵率和总可预测性增

加等) 则没有定义.

5　数值计算
　　下面论证熵测度的计算,分析确定性策略下完

全观测的马尔可夫决策过程. 考虑到问题的一般性,

本文以出租车运行问题[9 ] 为例讨论马尔可夫决策

过程. 考虑出租车司机在 3 个城镇 (3 个状态) 游弋

拉客时的决策问题,可供选择的行动共有 3种. 出租

车运行问题的数据, 即与状态和行为相关联的转移

概率和报酬如表 1所示.

　　考虑确定性策略,并假设系统运作开始时出租
表 1　出租车问题数据[9 ]

状态

i

行动

a

转移概率 P a
ij

j

报酬W a
ij

j

1　　2　　3 1 　2 　3

期望报酬

W a
i

1

　

　

1

2

3

1ö2 1ö4 1ö4

1ö16 3ö4 3ö16

1ö4 1ö8 5ö8

10 4 8

8 2 4

4 6 4

8

2. 75

4. 25

2

　

　

1

2

3

1ö2 0 1ö2

1ö16 7ö8 1ö16

0 0 0

14 0 18

8 16 8

0 0 0

16

15

0

3

　

　

1

2

3

1ö4 1ö4 1ö2

1ö8 3ö4 1ö8

3ö4 1ö16 3ö16

10 2 8

6 4 2

4 0 8

7

4

4. 5
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车司机处于城镇C,即初始状态的概率为 P 0 = [ 0,

0, 1 ]T.

情形 1　采用值迭代方式, 根据表 1可得到在

不同决策时刻的策略为 d 1 = [ 1, 1, 1 ]T , d 2 = [ 1, 2,

2 ]T , d 3 = [ 2, 2, 2 ]T , d 4 = [ 2, 2, 2 ]T ,⋯,策略很快收

敛到[ 2, 2, 2 ]T.

情形 2　假设策略是周期性的, 即 d 1 = [ 1, 1,

1 ]T , d 2 = [ 1, 2, 2 ]T , d 3 = [ 2, 2, 2 ]T , d 4 = [ 1, 1, 1 ]T ,

d 5 = [ 1, 2, 2 ]T , d 6 = [ 2, 2, 2 ]T ,⋯. 根据第 3. 2节,

可计算出它们的熵测度, 其计算结果如图 2 和图 3

所示.

图 2　情形 1和情形 2的 hΛ(L ) 和 h′Λ(L )

图 3　情形 1和情形 2的 ∃ 2H (L )

　　对于情形 1,因为策略收敛到一个特定的策略,

可得到其熵率为 0. 72,总可预测性增加为 - 0. 86.

而 hΛ (L ) 及 h′Λ(L ) 均收敛于 0. 72, 可预测性增加

∃ 2H (L ) 很快收敛于0. 而在情形2,因为策略是周期

性的,所以 hΛ (L ) 周期性地在 0. 84, 1. 09和 1. 25之

间摆动, ∃ 2H (L ) 也周期性地在 - 0. 41, 0. 25 和

0. 16 之间摆动, h′Λ (L ) 则缓慢地收敛于 0. 84, 1. 09

和 1. 25的平均值 1. 06. 这样,可将 1. 06看作熵率,

但其总可预测性增加则不能得到.

对于情形 1,因为策略收敛到一个特定的策略,

等同于策略不变的情况, 所以可计算所有的复杂性

熵测度. 而情形2只能计算序列性的熵测度 , 如

hΛ (L ) , h′Λ(L ) 和 ∃2H (L ) 的瞬时值, 而它们的收敛

性是不可知的,且指标性熵测度无法计算 (熵率可以

得到是特殊情况). 这是因为采用了周期性策略, 转

移概率矩阵是变化的,而且是周期性的.

此数值仿真例子很好地证明了第 3. 2 节的结

论,即指标性熵测度没有定义. 随着所采取策略的不

同,系统的复杂性也随之不同. 情形 1实际上是收敛

到一个特定策略,而情形 2是周期性策略,因此情形

2的决策问题比情形 1 复杂, 情形 2 的计算结果

hΛ (L ) (0. 84, 1. 09和 1. 25) 始终大于情形 1的 0. 72,

这是符合实际的.

6　结　　论
　　本文用信息理论度量马尔可夫决策过程的复杂

性,在随机过程熵测度的基础上,提出一套用于马尔

可夫决策过程的基于信息理论的复杂性测度,包括

块熵、熵率、熵增加、可预测性增加等. 主要分析了在

随机策略和确定性策略下完全观测和不完全观测马

尔可夫决策过程的复杂性熵测度. 在随机策略下,马

尔可夫决策过程的熵测度与马尔可夫链的熵测度类

似,但在确定性策略下,尤其在不同的决策时刻采用

不同策略情况下,只能计算序列性的熵测度,而不能

得到指标性的熵测度. 仿真结果也表明序列性的熵

测度是波动的,不能收敛于某一点.

本文主要研究了马尔可夫决策过程的基于信息

理论的复杂性测度方法. 这是一项全新的工作,目前

尚处于起步阶段,许多方面需进一步研究: 1) 由于

实际动态决策问题更加复杂,其应用将更具挑战性;

2) 在不同策略下,马尔可夫决策过程的熵测度是不

同的,揭示熵测度与策略之间的关系是一项值得关

注的研究工作.
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