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时滞系统关于时滞参数的自适应输出反馈控制

姜偕富, 徐文立
(清华大学 自动化系, 北京 100084)

摘　要: 对存在状态时滞的线性时滞系统,给出符合分离性原理的动态输出反馈控制器形式; 当时滞参数不能精确

已知时,给出基于观测器的关于时滞参数的自适应动态输出反馈控制器设计方案,通过求解两个相应的 R iccati型矩

阵不等式即可求得满足设计要求的动态输出反馈控制器及关于时滞参数的自适应律,且控制器的存在性与时滞参数

精确已知时相同. 最后给出了一个应用仿真示例.
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Abstract: T he dynam ic ou tpu t feedback con tro ller w h ich satisfies the separat ion p rincip le fo r linear t im e2delay

system s w ith delayed sta te is p resen ted. T he observer2based ou tpu t feedback con tro ller fo r delay param eter is given

if the delay constan t is no t p recisely know n fo r linear t im e2delay system. T he observer2based ou tpu t feedback

con tro ller and the adap tive con tro ller, w h ich satisfy the requ irem ent of the design, can be ob tained by so lving tw o

R iccati m atrix inequalit ies. T he ex istence of the con tro ller is equ ivalen t to that of con tro ller w ith know n delay

constan t. A num erical examp le illustra ts the app licat ion of the m ethod.
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1　引　　言
　　对于存在状态时滞的系统,人们研究的热点之

一就是设计一个状态反馈控制器使系统满足设计要

求[1～ 4 ],然而在众多的实际系统中,状态不易测量或

不能直接测量得到,使得状态反馈控制器难以在物

理上实现. 因此,大多数学者通常采用基于状态观测

器的动态输出反馈控制器[5, 6 ]. 目前有关线性时滞系

统的观测器的设计主要有两种方法: 一种是在所设

计的观测器中不含有任何滞后的信息[7～ 9 ], 这种观

测器的设计比较简单,但不能完全反映滞后系统本

身的信息,而且控制器与观测器的设计不符合分离

性原理; 另一种是在所设计的观测器中含有滞后的

信息[10 ] ,这种观测器可以完全反映滞后系统本身的

信息,而且控制器与观测器的设计符合分离性原理,

但当滞后常数不能精确已知时实现起来有困难.

针对这样的问题,本文给出了基于观测器关于
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时滞参数的自适应动态输出反馈控制器设计方案,

且控制器的存在性与时滞参数精确已知时相同,通

过解两个相应的R iccat i型矩阵不等式即可求得满

足设计要求的控制器及关于时滞参数的自适应律.

此外,本文也给出了基于观测器且符合分离性原理

的动态输出反馈控制器的形式. 最后给出仿真示例

验证了所得结论的有效性.

2　问题的提出
　　考虑如下带有状态时滞的时滞系统:

xα( t) = A x ( t) + A 1x ( t - Σ) + B u ( t) ,

y ( t) = C 1x ( t) ,

x ( t) = <( t) , t∈ [ - Σ, 0 ].

(1)

式中: x ( t) ∈R n为状态, u ( t) ∈R q为控制输入, y ( t)

∈R p为量测输出,A ,A 1,B , C 1分别为具有适当维数

的已知常数矩阵, Σ> 0为系统 (1) 的时滞常数, <∈
C [ - Σ, 0 ]为连续初始向量函数. 本文假设 (A ,B ) 可

控, (A , C 1) 可观.

本文研究的目的是:

1) 对系统 (1) 给出具有分离性原理的动态输出

反馈控制器形式;

2) 如果系统 (1) 的时滞常数 Σ可以精确已知,

则设计一个如下形式的观测器型动态输出反馈控

制:

x
δõ ( t) = A x

δ( t) + A 1x
δ( t - Σ) +

　 　 　B u ( t) + L [y ( t) - C 1x
δ( t) ],

u ( t) = F 1xδ( t) , xδ( t) = Ω( t) , t∈ [ - Σ, 0 ],

(2)

使得如下闭环系统是内部渐近稳定的:

xα( t)

eα( t)
=

A + B F 1 - B F 1

0 A - L C 1

x ( t)

e ( t)
+

　 　　　
A 1 0

0 A 1

x ( t - Σ)

e ( t - Σ)
,

x ( t) = <( t) , e ( t) = <( t) - Ω( t) Χ Υ( t) ,

　t∈ [ - Σ, 0 ].

(3)

其中 e ( t) = x ( t) - xδ( t) 为系统 (3) 的误差向量,

xδ( t) ∈R n是观测器 (2) 的状态, Ω( t) ∈C [ - Σ, 0 ]为

观测器 (2) 的初始向量函数, Υ( t) = <( t) - Ω( t) ∈

C [ - Σ, 0 ] 为闭环系统 (3) 的初始误差向量函数, F 1

和L 分别为待求的控制器增益与观测器增益矩阵;

3) 如果系统 (1) 的时滞常数 Σ不能精确已知但
已知其上界为 Σ3 ,则设计一个如下形式的观测器型

动态输出反馈控制:

xδ
õ

( t) = A xδ( t) + A 1xδ( t - Σδ( t) ) +

　 　 　B u ( t) + L [y ( t) - C 1xδ( t) ],

u ( t) = F 1xδ( t) , xδ( t) = Ω( t) , t∈ [ - Σ3 , 0 ],

(4)

使得如下闭环系统是内部渐近稳定的:

xα( t) = (A + B F 1) x ( t) + A 1x ( t - Σ) -

　　 　 B F 1e ( t) ,

eα( t) = (A - L C 1) e ( t) + A 1e ( t - Σ) +

　　 　 A 1 [xδ( t - Σ) - x
δ( t - Σδ) ],

x ( t) = <( t) , t∈ [ - Σ, 0 ],

x ( t) = 0, t < - Σ,

e ( t) = <( t) - Ω( t)∶= Υ( t) ,

　t∈ [ - Σ3 , 0 ].

(5)

其中Σδ( t) 为系统 (1) 的时滞常数Σ的实时估计值,且

满足 Σδ( t) ≥ Σ, Σδ
õ

( t) ≤ 0, Π t≥ 0, Ω( t) ∈C [ - Σ3 ,

0 ] 为观测器 (4) 的连续初始向量函数.

3　带记忆输出反馈控制的分离性原理
　　对系统 (1) , 若采用控制器 (2) , 则可得相应的

闭环系统 (3) 的特征方程为

∃ (s, Σ) = det
( 1 B F 1

0 ( 2

= det( 1det( 2,

其中

( 1 = sI - A - B F 1 - A 1e- Σs,

( 2 = sI - A - A 1e- Σs + L C 1.

可见, 当系统 (1) 采用观测器型动态输出反馈控制

器 (2) 时,闭环系统的极点由特征方程 det( 1 = 0与

det( 2 = 0的根表示,这样,形如 (2) 的控制器满足分

离性原理.

由此可得如下结论:

定理 1　系统 (1) 若采用形如 (2) 的观测器型

动态输出反馈控制器,则分离性原理成立.

注 1　采用形如 (2) 的观测器型动态输出反馈

控制器的缺点是系统的时滞参数必须精确已知, 否

则实现起来有困难, 而在很多实际系统中根本无法

获得滞后常数的精确值. 这一问题将在下面的章节

中给出具体解决办法.

4　关于时滞参数的自适应观测器型动态输

出反馈控制
　　首先给出下面要用到的引理:

引理 1[11 ]　对任意适当维数的矩阵X 和 Y ,有

X T Y + Y TX ≤X T PX + Y T P - 1Y , Π P > 0.

　　假定时滞系统 (1) 的状态时滞常数 Σ不能精确
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已知,这时,可按如下方案设计观测器型动态输出反

馈控制器 (4) 及关于时滞参数的自适应律.

定理 2　对于时滞系统 (1) ,如果存在矩阵 F 1,

L , 对称正定矩阵 P c, P o, S 1, S 2, S 3 同时满足如下

R iccat i矩阵不等式:

P c (A + B F 1) + (A + B F 1) T P c +

P c (A 1S
- 1
1 A T

1 + S - 1
3 ) P c + S 1 < 0, (6)

P o (A - L C 1) + (A - L C 1) T P o +

(B F 1) TS 3B F 1 + P oA 1S
- 1
2 A T

1 P o + S 2 < 0, (7)

那么对任意的有界初始向量函数 [<T ( t) ΥT ( t) ]T , 存

在常数M > 0使得‖e ( t)‖≤M ,这时可得到基于

观测器的动态输出反馈控制器 (4) 使得系统 (1) 渐

近稳定,且关于滞后常数的自适应律可取为

Σδ
õ

( t) = -
1
ΧM ‖P oA 1‖z ( t) , (8)

z ( t) Χ ‖A xδ( t) + A 1xδ( t - Σδ( t) ) +

　　　　B u ( t) + L C 1e ( t)‖.

其中: Χ> 0为取定常数,使得关于滞后常数 Σ的自
适应律 Σδ( t) 满足 Σδ( t) ≥ Σ, Π t≥ 0. 这时,控制器与

观测器的增益矩阵可分别取为 F 1 = - B T P c,L =

P - 1
o C T

1.

证明　根据

x
δõ ( t) = A x

δ( t) + A 1x
δ( t - Σδ( t) ) +

B u ( t) + L C 1e ( t) ,

可得式 (5) 等价于

xα( t) = (A + B F 1) x ( t) + A 1x ( t -

　　　　Σ) - B F 1e ( t) ,

eα( t) = (A - L C 1) e ( t) + A 1e ( t - Σ) +

　　　A 1∫
t- Σ

t- Σδ
[A xδ(Η) + A 1xδ(Η- Σδ) +

　　　B u (Η) + L C 1e (Η) ]dΗ,

(9)

对于闭环系统 (9) 取L yapunov泛函为如下形式:

V (x t, et) =

V 1 (x t, et) + Χ(Σδ( t) - Σ) 2 +

2M ‖P oA 1‖∫
- Σ

- Σδ
dΗ∫

0

Η
z ( t + s) ds, (10)

V 1 (x t, et) =

x T ( t) P cx ( t) + eT ( t) P oe ( t) +

∫
t

t- Σ
x T (Η)S 1x (Η) dΗ+∫

t

t- Σ
eT (Η)S 2e (Η) dΗ,

这里 P c, P o, S 1, S 2 均为对称正定矩阵, Χ为待定常
数. 由于

d
d t∫

- Σ

- Σδ
dΗ∫

0

Η
z ( t + s) ds

Ν= t+ s

=

d
d t∫

- Σ

- Σδ
dΗ∫

t

t+ Η
z (Ν) dΝ =

Σδ
õ

( t)∫
t

t- Σδ
z (Ν) dΝ+∫

- Σ

- Σδ
[z ( t) - z ( t + Η) ]dΗ,

则根据引理 1,V (x t, et) 沿着系统 (9) 的导数为

V
õ

(x t, et) ≤

x T ( t) [P c (A + B F 1) + (A + B F 1) TP c +

P c (A 1S
- 1
1 A T

1 + S - 1
3 ) P c + S 1 ]x ( t) +

eT ( t) [P o (A - L C 1) + (A - L C 1) TP o +

(B F 1) TS 3B F 1 + P oA 1S
- 1
2 A T

1 P o + S 2 ]e ( t) +

2‖P oA 1‖ (‖e ( t)‖ - M )∫
- Σ

- Σδ
z ( t + Η) dΗ+

2 (Σδ( t) - Σ) [ΧΣδ
õ

( t) + M ‖P oA 1‖z ( t) ],

这里 S 3 为对称正定矩阵. 在上面的推导过程中利用

了条件 Σδ
õ

( t) ≤ 0与 Σδ( t) ≥ Σ, Π t. 根据以上推导,关

于时滞参数 Σ的自适应律可取为式 (8) ,由于C 1e ( t)

= C 1x ( t) - C 1xδ( t) = y ( t) - C 1xδ( t) 可量测,则 z ( t)

也是可量测的.

下面证明 e ( t) 的有界性.

根据V (x t, et) 的表达式可知存在常数 a > 0满

足 a‖e ( t)‖2 ≤V (x t, et). 假设 Υ∈ C k [ - Σδ(0) , 0 ]

= {Υ∈C:‖Υ‖< k , Π k > 0} ,即Υ( t) 为[ - Σδ(0) ,

0 ] 上有界初始函数,这里取 Σδ(0) = Σ3 . 若存在常数

M > 0使得 aM 2 ≥V (x t, et) , Π t∈ [ - Σδ(0) , 0 ] 成

立, 则 ‖e ( t)‖ ≤M , 因而 V
õ

(x t, et) < 0, Π t ∈

[ - Σδ(0) , 0 ] 成立. 因而存在常数 ∆ > 0使得不等式

V
õ

(x t, et) < 0, Π t∈ [ 0, ∆],这时‖e ( t)‖≤M , Π t

∈ [ 0, ∆]成立. 根据V
õ

(x t, et) < 0, Π t∈ [ 0, ∆]可得

　a‖e ( t)‖2 ≤V (x t, et) ≤V (<, Υ) , Π t∈ [ 0, ∆].

如果存在 t1 > 0, ∆1 > 0 使得 ‖e ( t1)‖ = M ,

‖e ( t)‖ > M ,V
õ

2 (x t, et) < 0, Π t∶t1 < t≤ t1 + ∆1,

以及‖e ( t)‖ < M , Π t: 0≤ t < t1,那么

aM 2 < a‖e ( t)‖2 ≤V (x t, et) ≤V (<, Υ) ≤ aM 2,

Π t: t1 < t≤ t1 + ∆1.

这是一个矛盾不等式,故‖e ( t)‖≤M , Π t≥ 0,这

就是说‖e ( t)‖是有界的且它的界仅与初始函数 Υ
有关,因此,常数M 是存在的.

下面证明 Χ> 0的存在性.

如果式 (6)～ (8) 成立,那么对 ΠN > 0,有

V (x N , eN ) - V (<, Υ) =

∫
N

0
V
õ

(x t, et) d t≤ 0,
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则可得V (x t, et) 有界. 根据V (x t, et) 的表达式可得

x ( t) 有界. 因而存在常数M 1 > 0使得‖x ( t)‖≤

M 1成立. 这时根据 (5) 的表达式可得存在常数M 0 >

0使得‖xα( t)‖≤M 0与‖eα( t)‖≤M 0同时成立.

故存在常数M
δ > 0使得‖z ( t)‖≤M

δ. 首先证明系
统 (9) 的渐近稳定性. 如果 (9) 不是渐近稳定的, 则

存在 Ε0 > 0, Π T > 0, ϖ t > T 使得对于 (9) 的所有

解 x ( t) 与 e ( t) 有‖x ( t)‖≥Ε0或‖e ( t)‖≥Ε0. 不

失一般性假设对于 (9) 的所有解 x ( t) , ϖ t > T 有

‖x ( t)‖ ≥ Ε0. 这 时, 存 在 { tk }k= 1, 2, 3,⋯, 使 得

‖x ( tk )‖≥Ε0以及 tk - tk - 1≥2r. 这里 r = Ε0ö2M 0.

这时可得

‖x ( tk )‖ - ‖x ( t)‖≤‖x ( t) - x ( tk )‖ =

∫
t

tk

xα(s) ds ≤M 0û t - tk û.

若 û t - tk û ≤ r,则

‖x ( t)‖≥‖x ( tk )‖ - M 0û t - tk û ≥
Ε0

2
.

　　此外,根据式 (6)～ (8) 可得存在常数 Χ0 > 0,

使得

V
õ

(x t, et) ≤- Χ0‖x ( t)‖2.

若Χ>
M M

δ‖P oA 1‖tk

Σ
∧

(0) - Σ
与 k ≥ 2V (<, Υ)

rΧ0Ε2
0

+ 2,则根据

式 (8) 可得

Σδ( tk ) = Σδ(0) -
1
Χ∫

tk

0
M ‖P oA 1‖z ( t) d t≥

Σδ(0) -
1
ΧM Mδ‖P oA 1‖tk > Σ,

这时有

V (x ( tk ) , e ( tk ) ) =

V (<, Υ) +∫
tk

0
V
õ

(x t, et) d t≤⋯≤

V (<, Υ) - Χ0∑
k- 1

i= 1∫
ti+ r

ti- r

Ε2
0

4
d t =

V (<, Υ) -
2rΕ2

0Χ0

4
(k - 1) < 0.

然而根据V (x t, et) 可得V (x ( tk ) , e ( tk ) ) > 0,这显然

是矛盾的. 因而闭环系统 (9) 是渐近稳定的.

根据 Σδ( t) 的单调性以及 Σδ( t) ≥ 0可得

lim
t→∞

Σδ( t) = Σ∞

存在,以及

Σ∞ = Σδ(0) -
1
Χ∫

+ ∞

0
M ‖P oA 1‖z ( t) d t Χ

Σδ(0) -
1
ΧN (<, Υ).

因为 x ( t) → 0, x
δ( t) → 0 ( t→∞) ,故存在常数M{ , Κ

> 0使得‖z ( t)‖ < M{ e- Κt, Π t≥ 0,这里M{ 是一个
由系统参数确定的常数且与系统的初始函数 <, Υ的
选取有关,故可得

N (<, Ω) =

∫
+ ∞

0
M ‖P oA 1‖z ( t) d t≤ 1

ΚM{ M ‖P oA 1‖,

这样N (<, Ω) 就是可以估计的. 假如

Χ- 1 ≤ m ax
Υ∈CR [ - Σ, 0 ]

Σδ(0) - Σ
N (<, Ω) ,

那么有 Σ∞≥ Σ. 这就表明了定理 2中的正常数Χ> 0

是存在的, 且可从给定的系统以及定义在有界集合

上的初始函数来进行估计. □

根据以上推导,可得如下推论:

推论 1　如果线性时滞系统 (1) 的时滞常数精

确已知,且存在矩阵 F 1 和L , 对称正定矩阵 P c, P o,

S 1, S 2, S 3 同时满足两个 R iccat i矩阵不等式 (6) 与

(7) ,则对系统 (1) 采用基于观测器的动态输出反馈

控制器 (2) 时是内部渐近稳定的, 且控制器与观测

器的设计符合分离性原理,这时,控制器与观测器的

增益矩阵与定理2相同,可分别取为F 1 = - B T P c,L

= P - 1
o C T

1.

注 2　 根据定理 2 与推论 1 可以看出, 如果

R icca ti矩阵不等式 (6) 与 (7) 成立,则可分别得到系

统 (1) 的基于观测器的动态输出反馈控制器 (2) ,以

及 (4) 与关于滞后参数的自适应律 (8) , 这就是说,

当滞后参数不能精确已知时, 基于观测器的关于时

滞参数的自适应动态输出反馈控制器的存在性与滞

后参数精确已知时的动态输出反馈控制器的存在性

相同,且这种控制器在实际中容易实现,这就给系统

控制器的设计带来了很大的方便.

5　仿真示例
　　考虑线性时滞系统 (1) ,其中

A =
- 2 7

- 3 - 7
,A 1 =

1 0

0 - 3
,B =

5

- 6
,

C 1 = [ - 1　 - 2 ].

选取 S i = I 2 ( i = 1, 2, 3) ,令R iccat i矩阵不等式 (6)

与 (7) 的左端等于0. 000 1 I 2,利用M atlab工具箱中

的函数 are. m 解相应的R iccat i矩阵方程得

P c =
0. 135 4 0. 088 0

0. 088 0 0. 147 7
,

P o =
0. 898 2 - 0. 283 8

- 0. 283 8 0. 094 7
,

F 1 = [ - 0. 149 2　0. 446 1 ],
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　　　　　L =
- 145. 899 4

- 458. 216 0
.

取 Χ= 4,M = 1, Σ= 0. 8, Σ3 = 1. 2, x
δ

0≡ [ 0　0 ],

x 0 = [ - 0. 5sin [ 4Π( t - Σ) öΣ]　0. 3co s[ 4Π( t -

Σ) öΣ] ] ( t∈ [ - Σ, 0 ]). 利用M atlab 中的 Sim u link

(a)　系统状态仿真曲线

(b)　观测器状态仿真曲线

图 1　时滞参数精确已知时的仿真结果

(a)　系统状态仿真曲线

(b)　观测器状态仿真曲线

图 2　时滞参数不能精确已知时的仿真结果

进行仿真, 其中选取变步长的 Runge2Ku tta 方法

ode45来求解相应的微分方程, 当时滞参数精确已

知时可得系统状态与观测器状态的仿真曲线 (图

1) , 当时滞参数不能精确已知时可得系统状态与观

测器状态的仿真曲线 (图 2) 及滞后 Σδ( t) 的变化曲线

(图 3). 由仿真结果可看出,大约经过 2个时滞周期

系统即可进入稳态区 (无论时滞参数是否可以精确

已知) ,且当时滞常数不能精确已知时与时滞常数精

确已知时的仿真结果相比只有很小的变化. 因此,无

论时滞参数是否可以精确已知, 利用本文所提供的

控制器设计方案均可设计基于观测器的动态输出带

记忆反馈控制, 这就给系统控制器的设计带来了很

大的方便.

注 3　在仿真过程中发现,如果滞后常数Σ的实
时估计值 Σδ( t) , 当系统状态趋于稳定时越来越趋近

于真实值 Σ时,图 1与图 2也就越来越接近,但无论

如何,它们都没有太大的变化.

图 3　滞后 Σδ( t) 的变化曲线

6　结　　语
　　对于带有状态时滞的线性时滞系统,本文讨论

了基于观测器的动态输出反馈控制器的分离性原理

问题,当滞后常数不能精确已知时,提出了基于观测

器的关于时滞参数的自适应动态输出反馈控制器设

计方案,只需求解相应的两个R iccat i矩阵不等式即

可同时求得基于观测器的动态输出反馈控制器与关

于滞后常数的自适应律,且控制器的存在性与时滞

参数精确已知时相同. 最后给出一个仿真示例验证

了所得结论的有效性.
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