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不确定 T-S模型的D -域极点约束鲁棒控制
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摘　要: 对于具有两类不确定性的 T akagi2Sugeno 模糊非线性模型,运用二次稳定思想,提出使闭环系统的极点在

各种允许的不确定性下始终在复平面上某个二次矩阵不等式区域D 中的一个充分条件. 基于这一条件和并行分布

补偿技术,用线性矩阵不等式方法,设计全局鲁棒D 2稳定控制器. 最后通过质量弹簧阻尼系统给出了所述设计方法

的仿真示例.
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Abstract: Fo r a class of uncerta in T akagi2Sugeno fuzzy non linear models, a sufficien t condit ion fo r the ex istence of

sta te feedback con tro l law w h ich assigns the clo sed2loop po les in a quadratic m atrix inequality region D in the

comp lex p lane w as derived. Based on the sufficien t condit ion and the techn ique of parallel distribu ted compensato r, a

global con tro ller ensuring the clo sed2loop system to be robust D 2stab le w as designed by m eans of linear m atrix

inequality techn ique. A n examp le of m ass sp ring damper show s the ob tained resu lts.
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1　引　　言
　　自从美国控制论专家Zadeh 建立模糊集合论以

来[1 ] ,针对模糊理论与模糊应用的研究方兴未艾,并

取得了丰硕的成果. 特别是模糊控制技术以其简洁

而有效的特点,已在实际生产的各个领域得到了越

来越广泛的应用. 然而,从控制系统分析和设计的

角度看,一般的模糊控制技术尚缺乏系统的分析和

设计理论. 特别是满足某种性能指标的模糊控制器

的设计方法还不成熟. T akagit 和 Sugeno 在文献

[ 2 ]中建立了 T akagi2Sugeno (T 2S) 模糊模型,并进

行了全局稳定性分析和控制器设计. 这一模型既包

含近似推理规则,又包含局部解析模型,而且许多动

态系统可提升为 T 2S 模型,因而 T 2S模型具有一定

的广泛性和实用性[3 ]. 近年来,并行分布补偿 (PDC)

技术结合线性矩阵不等式 (LM I)方法,使得模糊控

制器设计更加系统化和易于求解[4 ]. 而 T 2S模糊模

型的鲁棒D 2稳定性的研究不论从理论上还是从实
际应用都具有重要的意义. 但目前涉及系统暂态响
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应和极点配置的文献却很少. 文献[ 5 ]对LM I区域

D
[6 ]给出了 T 2S 模糊模型D 2镇定研究. 在文献 [ 5 ]

的基础上,文献 [ 7 ]得到了该模型全局鲁棒D 稳定

的充分条件,并利用 PDC 技术和LM I技术给出了

T 2S系统全局鲁棒D 镇定的控制器设计方法.

本文考虑的D 2域是复平面上的二次矩阵不等
式区域,它是LM I区域的广泛形式. 对具有范数有

界不确定性的 T 2S 模糊非线性模型,给出了全局鲁

棒D 稳定的一个充分必要条件. 基于这一条件, 利

用 PDC 技术和LM I技术得到了 T 2S系统全局鲁棒
D 2镇定的控制器设计方法. 与文献[ 7 ]相比,控制器

的设计基于一个充分必要条件,而且减少了一些限

制,因此本文结果具有较小的保守性.

2　T-S模糊模型及问题描述
　　T 2S 模型是表达动态系统模糊模型的有效形

式,特点是使用了各子系统规则之间的线性输入输

出关系. 其第 i 个动态子系统用 If2T hen 规则表示

如下:

P lan t ru le i∶i = 1, 2,⋯, r,

If x 1 ( t) is Λ1i,⋯, and x n ( t) is Λin , T hen

xα( t) = (A i + ∃A i ( t) ) x ( t) +

　　　 (B i + ∃B i ( t) ) u ( t). (1)

其中: x ( t) ∈R n为状态向量, u ( t) ∈R m 为控制输入

向量, Λij表示对应各分量 x j ( t) ( j = 1, 2,⋯, n ) 的模

糊集合, r为模糊规则数目,A i和B i为具有适当维数

的常矩阵, ∃A i ( t) 和 ∃B i ( t) 为时变参数不确定性矩

阵,且满足范数有界条件

[∃A i ( t)　∃B i ( t) ] =

H iF ( t) [EA i
　EB i

], i = 1,⋯, r;

F T ( t) F ( t) ≤ I. (2)

其中: H i, E A i
和EB i

( i = 1, 2,⋯, r) 为适当维数的实

矩阵; F ( t) 为未知有界的时变矩阵; I 为适当维数的

单位矩阵.

上述 T 2S模型中第 i条规则的隶属函数Λi是各

状态分量的隶属函数 Λij 的乘积. 将隶属度函数归

一化,得

h i (x ( t) ) = Λi (x ( t) ) ∑
r

i= 1
Λi (x ( t) ).

为叙述简化,以下将变量中的时间 t略去. 一般假设

Λi (x ) ≥ 0, Π t,故∑
r

i= 1
Λi (x ) > 0. 显然有

h i (x ) ≥ 0, Π t, i = 1, 2,⋯, r; (3)

∑
r

i= 1
h i (x ) = 1. (4)

以重心法逆模糊化,得如下 T 2S模型:

xα= ∑
r

i= 1

h i (x ) [ (A i + ∃A i) x + (B i + ∃B i) u ].

(5)

　　采用PDC方法设计控制器,相应于T 2S模糊模

型 (1) ,基于状态反馈的控制器规则为

Con tro l ru le i∶i = 1, 2,⋯, r,

If x 1 ( t) is Λi1, ⋯, and x n ( t) is Λin , T hen

u = K ix. (6)

相应地,全局模糊控制器为

u = ∑
r

i= 1
h i (x ) K ix. (7)

将式 (7) 代入 (5) ,得闭环系统为

xα= ∑
r

i= 1
h i (x ) { (A i + H iF EA i

) x +

(B i + H iF EB i
)∑

r

i= 1
h i (x ) K jx }. (8)

再由式 (4) ,上述闭环系统可化为

xα= ∑
r

i= 1
∑

r

j= 1
h i (x ) h j (x )A

δ
ijx. (9)

其中Aδ
ij = A i + B iK j + H iF (EA i

+ EB i
K j ).

对上述 T 2S 模型,本文考虑的二次矩阵不等式

区域D 是满足如下复平面上的复点之集[8～ 10 ]:

D = {z ∈C 2∶R 11 + R 12z +

R T
12z 3 + R 22z z 3 < 0}. (10)

其中: R 11, R 12, R 22 ∈M d×d; R 11, R 22 为对称矩阵; R 22

= L L T 为半正定矩阵; d 称为区域D 的秩. 令

R D =
R 11 R 12

R T
12 R 22

,

可见D 是关于实轴对称的凸区域. 当L = 0时,区域

D 即为文献[ 7 ] 所取的LM I区域.

注 1　用于稳定性分析的典型区域有左半开复

平面D (Α) = {z ∈C 2∶R e (z ) < - Α} (Α≥ 0) (称为

连续时间系统) 和圆盘D (c, r) = {z ∈C 2∶ûz + cû
< r} (称为离散时间系统) ,其区域矩阵分别为

R D (Α) =
2Α 1

1 0
, R D (c, r) =

c2 - r2 c

c 1
,

其秩均为 1.

定义 1　矩阵A 称为D 2稳定的,如果A 的特征

值位于复平面上的区域D 中.

矩阵的D 2稳定性可用线性矩阵不等式来刻画.

引理 1[9, 10 ]　A ∈C n×n是D 2稳定的当且仅当存
在一个对称正定矩阵 P ∈C n×n ,使得

8 D (P ,A ) Χ
R 11 á P + R 12 á (PA ) +

R T
12 á (A TP ) + R 22 á (A TPA ) < 0. (11)

其中 á 表示两矩阵的 K ronecker乘积[9, 10 ] ,即
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A á B = [A ijB ]m×n ,A = [A ij ]m×n.

　　由引理 1,给出如下定义零输入T 2S系统 (5) 的

鲁棒D 2稳定性和二次D 2稳定性概念:

定义 2　零输入不确定 T 2S 系统 (5) 称为鲁棒

D 2稳定的,如果对任意 t≥ 0,存在一个对称正定矩

阵 P ( t) ,使得

8 D (P ( t) ,A
δ) < 0, (12)

其中Aδ = ∑
r

i= 1

h i (x ) (A i + ∃A i).

定义 3　零输入不确定 T 2S 系统 (5) 称为二次

D 2稳定的,如果对任意 t≥ 0,存在一个对称正定矩

阵 P ,使得

8 D (P ,A
δ) < 0. (13)

　　显然,系统的二次D 2稳定性蕴含鲁棒D 2稳定
性.

本文旨在设计T 2S模糊系统的一个全局状态反

馈模糊控制器 (7) ,使闭环系统 (9) 鲁棒D 2稳定. 此

时称 T 2S模糊系统 (1) 是可鲁棒D 2镇定的.

为证明主要结论,引入下述引理:

引理 2[11 ]　设 Y , H , E , F 是具有适当维数的常

矩阵,且 Y 是对称矩阵, 则对任意满足 F TF ≤ I 的

矩阵 F , Y + H F E + E T F TH T < 0的充分必要条件

是存在常数 Ε> 0,使得

Y + ΕH H T + Ε- 1E T E < 0.

3　主要结果
　　本节研究具有范数有界不确定性的 T2S 模糊

模型的鲁棒D 2镇定问题. 首先给出如下引理:

引理 3　对满足 k i≥ 0,∑
r

i= 1
k i = 1的任意 r个数

k i,系统 xα= ∑
r

i= 1
k iA ix 二次D 2稳定的充分必要条件

是存在一个对称正定矩阵 P ∈C n×n ,使得对任意 i ( i

= 1,⋯, r) , 8 (P ,A i) < 0.

证明　若系统 xα= ∑
r

i= 1
k iA ix 二次D 2稳定,则

存在对称正定矩阵 P ,使得 8 P ,∑
r

i= 1
k iA i < 0对满

足 k i≥ 0,∑
r

i= 1
k i = 1的任意 r个数 k i成立. 在这 r个

数中取 k i = 1,其余取 0,即得 8 (P ,A i) < 0. 反之,

若存在对称正定矩阵P ,使得对任意 i ( i = 1,⋯, r) ,

8 (P , A i) < 0, 则由 k i ≥ 0, ∑
r

i= 1
k i = 1 及矩阵的

K ronecker乘积的性质[8 ] 容易验证

8 P ,∑
r

i= 1
k iA i < 0. □

　　根据引理 3,可以证明下述主要结果:

定理1　T 2S模糊系统 (1) 可鲁棒D 2镇定,如果

存在一个对称正定矩阵X ,一组矩阵 Y j 及常数 Κ>

0,使得

( 11 3 3
( 21 ( 22 0

( 31 0 - ΚI

< 0, (14)

对任意 1≤ i≤ r, 1≤ j ≤ r成立,其中

( 11 =

R 11 á X + R 12 á (A iX + B iY j ) +

[R 12 á (A iX + B iY j ) ]T +

Κ(R 12R
T
12) á (H iH

T
i ) ,

( 21 =

L T á (A iX + B iY j ) + Κ(L TR T
12) á

(H iH
T
i ) ,

( 22 = - I d á X + Κ(L TL ) á (H iH
T
i ) ,

( 31 = I d á (EA i
X + EB i

Y j ).

如果LM I组 (14) 关于 X , Y j , Ε是可解的,则各子系

统的控制器增益矩阵为 K j = Y jX
- 1.

证明 　 由定义 3 知, 对满足式 (3) 和 (4) 的

h i (x ) ,闭环系统 (9) 是二次D 2稳定的,如果存在一

个对称正定矩阵 P ,使得

8 D P ,∑
r

i= 1
∑

r

j= 1

h i (x ) h j (x )A
δ

ij < 0

对任意 i, j ∈ {1, 2,⋯, r}成立. 又由引理 3知,如果

存在一个对称正定矩阵P ,使得8 D (P ,Aδ
ij ) < 0对任

意 i, j ∈ {1, 2,⋯, r} 成立, 则闭环系统 (9) 是二次

D 2稳定的,从而更是鲁棒D 2稳定的. 由 Schu r补引

理, 8 D (P ,A
δ

ij ) < 0等价于

R 11 á P + R 12 á (PA
δ

ij ) +

R T
12 á (AδT

ijP )
3

L T á (PA
δ

ij ) - I d á P

< 0.

(15)

由矩阵的 K ronecker乘积的性质[8 ] ,式 (15) 可化为

R 11 á P + R 12 á (P (A i +

B iK j ) ) + R T
12 á

( (A i + B iK j ) TP )

3

L T á (P (A i + B iK j ) ) - I d á P

+

R 12 á (PH i)

L T á (PH i)
( I d á

F ) [ I d á (EA i
+ EB i

K j )　0 ] +

R 12 á (PH i)

L T á (PH i)
( I d á

F ) [ I d á (EA i
+ EB i

K j )　0 ]) T < 0. (16)

由引理 2及 Schu r补引理,式 (16) 等价于
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规则 1和规则 2的隶属度函数分别为

　　　　　　Λ1 (yα( t) ) = 0. 5 +
yα3 ( t)
6. 75

,

　　　　　　Λ2 (yα( t) ) = 0. 5 -
yα3 ( t)
6. 75

.

若D 2域为左半开复平面D (0) 和D (0. 3) ,则根据定

理 1,相应子系统的控制器增益矩阵分别为

K 1 = K 2 = [ - 0. 843 2　 - 1. 495 1 ],

K 1 = K 2 = [ - 0. 349 4　 - 0. 683 5 ].

若D 2域为左半开复平面中圆域D (2, 1. 5) 和D (3,

3) ,则根据定理 1,相应子系统的控制器增益矩阵分

别为

K 1 = K 2 = [ - 2. 262 0　 - 1. 339 9 ]

K 1 = K 2 = [ - 0. 650 9　 - 0. 115 3 ].

　　设系统不确定性为

c ( t) = 1. 155 + 0. 655sin (6. 28t) ,

系统初始条件设为 x 1 (0) = - 0. 8, x 2 (0) = - 1. 0.

则闭环系统相应于上述 4种D 2域的响应曲线如图 1

所示. 另外,闭环系统相应于上述 4种D 2域的极点
分布如图 2所示.

5　结　　语
　　对二次矩阵不等式区域D ,本文提出了具有范

数有界不确定性的 T 2S 模糊非线性模型的鲁棒D 2
镇定问题,给出了该系统二次D 2稳定的一个充分必
要条件, 并利用并行分布补偿技术和线性矩阵不等

式技术设计出全局鲁棒D 稳定控制器. 最后以仿真

实例说明了本文设计方法的可行性和有效性.
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