
第 20卷 第 1期
V o l. 20 N o. 1

　控　制　与　决　策
　Con trol and D ecision　

2005年 1月
　 Jan. 2005

　　文章编号: 100120920 (2005) 0120055204

提升多速率系统无波纹问题研究
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摘　要: 对于多速率采样控制系统,在应用提升技术进行分析设计时闭环输出存在采样点间波纹的现象,首先总结

了控制器为比例环节时,各种被控对象在不同参考输入信号作用下系统输出中有无波纹及相应消除波纹的方法; 然

后应用极点配置法,分析并给出了控制器含有动态环节时消除波纹的方法,并结合实例在M A TLAB 环境下编程实

现.
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Abstract: In allusion to the phenom ena that there ex ist in tersamp le2ripp les in clo sed2loop ou tpu ts of m ult ira te sy2
stem w hen analyzing o r design ing the system using lift ing techno logy, first ly, w hether there ex ist ing in tersamp le2

ripp les and the m ethods to elim inate the ex ist ing in tersamp le2ripp le are summ arized fo r diversified p lan ts under

differen t reference signals in p ropo rt ional con tro ller case. T hen, by app lying po le2p lacem ent app roach, an app roach

to avo id in tersamp le2ripp les in dynam ic con tro ller case is p ropo sed. T he concrete examp les are realized under

M A TLAB environm ent.
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1　引　　言
　　在实际工程中,多速率采样控制系统有着广泛

的应用价值[1 ]. 提升技术是处理多速率采样控制系

统的主要方法之一,但提升和逆提升操作会引起系

统闭环输出采样点间的波纹现象[2～ 4 ]. 非采样时刻

的波纹现象,不仅造成系统非采样时刻的误差,而且

浪费执行机构的功率,增加机械磨损[5 ]. Grasselli等

研究了多速率系统闭环输出采样点间存在波纹时的

有限拍跟踪问题,通过将多速率系统转换成离散周

期系统,得到了系统实现无波纹、有限拍跟踪时对控

制输出的限制条件. 结果表明,对控制输出的限制条

件等价于连续时间被控对象中包含参考信号的内部

模型,即所谓的内模原理[6 ]. Jet to 等应用多项式法

研究了多速率系统无波纹有限拍问题, 给出了以

D iophan t ine 方程通解表示的控制器的参数表示形

式[7 ]. 但应注意,文献 [ 6, 7 ]中的波纹是由数字控制

的离散时间特性造成的,并不是提升或逆提升操作

所引起的波纹. T angira la 不但表明多速率系统输出

中确实存在采样点间的波纹,而且研究了怎样对控

制器进行限制以避免波纹产生的方法[2～ 4 ]. 但他只

针对纯比例控制器情形进行了研究,而大多实际系

统中控制器都含有动态环节,并不是单纯的比例环

节. 所以上述方法仍没有完全解决闭环输出中存在

波纹的问题.

本文在文献 [ 2～ 4 ]的基础上, 对 T angira la 的

结论进行了进一步的总结与扩展,并对文献[ 2 ]中波
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纹抑制第 2种方法的实质进行了分析和说明; 尤其

是应用极点配置法,分析并给出了控制器含有动态

环节时消除波纹的方法.

2　波纹存在原因
图 1和图 2分别为同步多速率系统提升前后的

图形,其中:采样器 S nh 的采样周期为 nh ,保持器H h

的采样周期为 h. 对控制器 K 提升得到线性时不变

提升控制器K
δ = L nKL - 1

1 = L nK , K
δ有单一输入和 n

个输出,是 n 维传递函数. 提升后广义被控对象为线

性时不变P L = S nhPH hL
- 1
n , P L 有 n个输入和单一输

出,也是 n 维传递函数. 提升技术是目前应用于采样

控制系统直接设计法中最为普遍的一种方法, 它在

使得时变系统变为线性时不变系统的同时, 也增加

了控制器和被控对象的维数.

图 1　SISO 多速率系统 (采样周期比值为正整数)

图 2　图 1所示系统的提升系统

引理 1[2 ]　图 1所示的多速率采样器和保持器

分别为 S nh 和H h. 其中: n为正整数, P 为 S ISO 系统

连续时间的L T I被控对象. 当C 和B 不为零时,图 2

中的 P L = S nhPH hL
- 1
n 的 n 个传递函数不相同.

证明　图2中P L = S nhPH hL
- 1
n = S nS hPH hL

- 1
n

= S nP hL
- 1
n , P L 的状态空间模型为[2 ]

P L (z ) =
A n

h A n- 1
h B h A n- 2

h B h ⋯ B h

C 0 0 ⋯ 0
.

此时, P L 的 n 个传递函数为

P L , 1 (z ) = C (z I - A n
h) - 1A n- 1

h B h ,

P L , 2 (z ) = C (z I - A n
h) - 1A n- 2

h B h ,

　　　　　　�
　　　　P L , n (z ) = C (z I - A n

h) - 1B h. □

　　由引理 1可知,图 2中由于提升对象 PL 的 n个

传递函数不同, 依据不同传递函数对象设计的 n 个

控制器 Kδ也不相同,从而 n 个控制器输出的 n 个控

制信号也不相同,即 uδ= [u 1　u 2　⋯　un ]′中 u 1≠

u 2≠⋯≠ u n. 图 2中 uδ经逆提升算子L - 1
n 变为 n2周

期时变信号,即

u =

[u 1　u 2　⋯　unu 1　u 2　⋯　un　⋯ ]′.

　　由于 u 的 n2周期时变性,当 u 经过采样周期为

h 的保持器后,连续时间被控对象的输入信号 up 并

不是稳态的,而是以 h 为周期的输入信号. 因此, 当

以采样周期 h 采样被控对象的输出信号 y p 时,输出

信号 y 中存在波纹. 同理,对于采样周期比值为有理

数的 S ISO 多速率系统和采样周期比值分别为正整

数和有理数的M IM O 多速率系统,也可根据类似引

理判断系统闭环输出存在波纹.

3　纯比例控制器时无波纹条件
　　基于上述分析可知,只要保证提升控制器输出

的控制信号满足u1 = u 2 = ⋯= u n ,即可保证输出无

波纹. 按 T angira la 所述方法[2 ] , 对各种被控对象在

不同参考输入信号作用下消除波纹的条件进行了归

纳总结,如表 1所示.

　　 文献[ 2 ] 中命题 6表明, 当被控对象为稳定系

统时, 在图 2所示提升控制器后加一提升积分环节

或在逆提升算子后加一离散积分环节, 便可保证系

统对阶跃型参考输入的无波纹响应. 对命题 6 中结

果进行如下分析:

P L P L IK
δ = S nhPH hL

- 1
n P L IK

δ =

S nhPH hL
- 1
n L n

z
z - 1

L - 1
n Kδ =

S nhPH h
z

z - 1
L - 1

n K
δ =

S nhPH h
z

z - 1
S hH hL

- 1
n Kδ =

S nhP
1
s

H hL
- 1
n Kδ =

S nhP′H hL
- 1
n Kδ.

其中: P′为 É 型被控对象, P 为零型被控对象.

由上述关系可知,文献[ 2 ]中命题 6实质上是将

被控对象由零型变为 É 型.

表 1　SISO 和采样周期比值为正整数时控制器限制条件

系统
信　　号

阶跃信号 速度信号 加速度信号

零型 Kδ
1 (1) = ⋯ = Kδ

n (1) 有无波纹与增益无关 有无波纹与增益无关

É 型 对增益无限制时也无波纹 Kδ
1 (1) = ⋯ = Kδ

n (1) 有无波纹与增益无关

Ê 型 对增益无限制时也无波纹 对增益无限制时也无波纹 Kδ
1 (1) = ⋯ = Kδ

n (1)
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4　控制器包含动态环节时无波纹条件
　　由上节内容可知,当采样周期的比值为正整数

时,只需让提升控制器的稳态增益相同便可达到消

除波纹的目的. 大多实际系统中控制器都含有动态

环节,而不是单纯的比例环节,所以上述方法仍没有

完全解决闭环输出波纹的问题. 波纹产生的根本原

因是由于 n 个提升对象不同造成的, 如果能将 n 个

提升对象等价为一个对象, 那么最终只需为此对象

设计一个控制器, 系统输出便不会产生波纹. 因此,

当控制器含有动态环节的控制器时, 应考虑如何将

n 个提升对象等价为一个对象, 使得为等价离散对

象设计的控制器, 也会使 n 个提升对象同时满足稳

定性和性能要求.

图 2中提升对象 PL 的 n 个传递函数为

P L , 1 (z ) = C (z I - A n
h) - 1A n- 1

h B h ,

P L , 2 (z ) = C (z I - A n
h) - 1A n- 2

h B h ,

　�
P L , n (z ) = C (z I - A n

h) - 1B h.

其中: n个传递函数的系统矩阵均为A n
h;而输入矩阵

各不相同, 分别为A n- 1
h B h ,A n- 2

h B h ,⋯,B h , 这表明 n

个提升对象具有完全相同的特征值, 只是输入矩阵

不同而已.

由于 n 个提升对象极点完全相同, 仅存在零点

差异, 为此本文考虑对提升对象传递函数 PL , i ( i =

1, 2,⋯, n ) 进行加权求和,并得到离散对象

G (z ) = ∑
n

i= 1
q iP L , i (z ) =

C (z I - A n
h) - 1 (q1A

n- 1
h +

q2A
n- 2
h + ⋯ + qn I )B h. (1)

其中B h =∫
h

0
eA ΣdΣõB , q i为加权系数.

由式 (1) 可看出,离散对象G的极点和原n个提

升对象的极点完全相同. 因此,使对象G满足稳定性

要求的控制器, 同样也会使 n 个提升对象满足稳定

性的要求;适当选择加权系数 q i,使对象G 满足性能

要求的控制器, 同样也会使 n 个提升对象满足性能

的要求.

式 (1) 所示离散对象G 的状态空间可表示为

x (k + 1) = A n
hx (k ) + (q1A

n- 1
h + q2A

n- 2
h +

　 　　　　⋯ + qn I )B hu (k ) ,

y (k ) = C x (k ).

简写为

x (k + 1) = A kx (k ) + B ku (k ) ,

y (k ) = C kx (k ).

其中: x (k ) 为离散对象G 的状态变量, u (k ) 为控制

信号, y (k ) 为输出信号.

假设所有状态变量是完全能控的, 则可通过加

入适当的状态反馈增益阵 K ,将闭环系统的极点配

置在期望的任意位置上. 设控制律采用线性状态反

馈 u (k ) = - L x (k ) ,可得闭环系统的状态方程 x (k

+ 1) = (A - B L ) x (k ) ,从而得到闭环系统的特征

方程

ûz I - (A - B L ) û = 0. (2)

　　若期望的闭环系统极点为 p 1, p 2,⋯, p n , 则期

望的闭环系统特征方程为
(z - p 1) (z - p 2)⋯ (z - p n) =

z n + Α1z n- 1 + Α2z n- 2 + ⋯ + Αn. (3)

对比式 (2) 和 (3) ,可得到控制规律L 应满足

ûz I - (A - B L ) û =

z n + Α1z n- 1 + Α2z n- 2 + ⋯ + Αn.

将上式展开,让同次幂的系数相等,可解出L 的每个

元素,即得到状态反馈阵.

当式 (1) 中所选取的加权系数均为 1时,式 (1)

变为

G (z ) = C (z I - A n
h) - 1 (A n- 1

h +

A n- 2
h + ⋯ + I )B h.

　　采用传统的离散化方法对图 1所示连续被控对

象P = [A ,B , C , 0 ]进行离散化,离散化采样周期为

nh ,可得到离散被控对象 P d = [A nh ,B nh , C , 0 ],其离

散传递函数为 P (z ) = C (z I - A nh) - 1B nh. 因为有如

下关系成立:

A nh = eA nh = (eA h) n = (A h) n = A n
h ,

B nh =∫
nh

n0

eA ΣdΣõB =

∫
h

0
eA ΣdΣõB +∫

2h

h
eA ΣdΣõB +

⋯ +∫
nh

(n- 1) h
eA ΣdΣõB =

∫
h

0
eA ΣdΣõB + eA h∫

h

0
eA ΣdΣõB +

⋯ + eA (n- 1) h∫
h

0
eA ΣdΣõB =

B h + eA hB h + ⋯ + eA (n- 1) hB h ,

所以

P (z ) = C (z I - A nh) - 1B nh =

C (z I - A nh) - 1 (B h + eA hB h + ⋯ + eA (n- 1) hB h) =

C (z I - A nh) - 1 ( I + eA h + ⋯ + eA (n- 1) h)B h =

C (z I - A nh) - 1 ( I + A h + ⋯ + A (n- 1) h )B h.

即对提升对象 P L , i ( i = 1, 2,⋯, n ) 直接求和后得到

的离散对象和采样周期为 nh 时,用传统离散化方法

得到的离散对象完全相同. 因此,只要合理选择加权

系数 q i,便可得到一个适合具体问题的离散对象. 这

种无波纹设计方法, 加权系数的选取是较为关键的
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问题. 由于没有选取加权系数的准则,具体设计时只

能根据经验采用试凑的方法, 具体的选取原则尚有

待进一步深入研究.

5　仿真结果
　　图 1中被控对象P = 1ö(0. 5s + 1) , n = 5, h =

0. 002, 采用提升技术为该对象设计控制器, 得到的

提升控制器为单输入 25输出,控制器的传递函数矩

阵为

Kδ(z ) =
1

z 2 - 0. 938 1z - 0. 000 8
×

227. 667 2z 2 - 213. 567 2z - 0. 198 2

17. 811 8z 2 - 16. 725 2z

2. 871 4z 2 - 2. 690 7z - 0. 005 1

0. 834 4z 2 - 0. 783 8z + 0. 000 3

0. 139 6z 2 - 0. 130 7z - 0. 0003

.

由于 5维 Kδ的 5个传递函数不同,可知

uδ = [u 1　u 2　⋯　u 5 ]′

中 u 1≠ u 2≠⋯≠ u 5,即图 2中 u 为 52周期时变信
号

u = [u1　u 2　⋯　u 5u 1　u 2　⋯　u 5　⋯ ]′.

当 u 经过采样周期为 h 的保持器后, 连续时间被控

对象的输入信号up是以h为周期的输入信号. 因此,

当以采样周期 h 采样被控对象的输出信号 y p 时,输

出信号 y 中存在的波纹也为 52周期的时变波纹,如

图 3所示. 此时,因为系统的控制器包含动态环节,

图 3　增益不等时零型系统的阶跃响应

图 4　基于极点配置无波纹设计结果

所以 T ang ira la 的方法不再适用.

对此,采用本文方法为系统设计无波纹控制器,

对 5个极点完全相同、仅存在零点差异的提升对象

进行加权求和,得到一个离散对象G ,并为此离散对

象设计控制器. 由前面分析可知,离散对象G的极点

和原 5个提升对象的极点完全相同. 因此,使对象G

满足稳定性要求的控制器, 同样也会使 5 个提升对

象满足稳定性的要求. 用试凑法选择加权系数,使对

象G 满足性能要求的控制器,同样也会使 5个提升

对象满足性能的要求, 此时系统的单位阶跃响应信

号如图 4所示. 从图 4可以看出,稳态响应中确实无

波纹存在,仿真结果表明了该方法的正确性.

6　结　　语
　　本文在文献[ 2 ]的基础上,对 T angira la 的结论

进行了进一步的总结和扩展,给出了零型、É型和Ê
型被控对象在阶跃、速度、加速度输入信号作用下,

消除多速率输出中波纹的方法. 同时,还对文献 [ 2 ]

中波纹抑制第 2 种方法的实质进行了说明. 更重要

的是,本文应用极点配置法分析并给出了控制器含

有动态环节时消除波纹的方法. 但这种方法也存在

如何确定加权系数的问题,具体的选取原则尚有待

于进一步深入研究.
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