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运用线性反馈分析设计饱和线性系统
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摘　要: 给出了状态反馈控制饱和单输入系统以及动态输出反馈单输出饱和线性系统是全局渐近稳定还是区域渐

近稳定的充分性条件,并在区域渐近稳定的情况下计算其不变吸引椭球. 对于控制饱和系统,运用 R icatt i方程迭代

法设计控制器,以使所得椭球尽量大. 仿真算例说明了所提出方法的有效性.
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Abstract: Fo r a sta te2feedback single2inpu t linear system sub ject to actuato r satu rat ion and a dynam ic ou tpu t2
feedback single2outpu t linear system w ith ou tpu t satu rat ion, a sufficien t condit ion is p resen ted, w h ich guaran tees

global2asymp to tic stab ilizat ion (GA S) o r regional2asymp to tic stab ilizat ion (RA S). A n invarian t a t tract ive ellip so id

fo r the case of RA S is calcu la ted. A n itera t ive R icatt i equation algo rithm is given to find such a con tro ller that

suppo rts an ellip so id as large as po ssib le fo r system s w ith actuato r satu rat ion. T he sim ulation examp le show s the

effectiveness of the app roach.
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1　引　　言
　　实际控制系统几乎都会遇到 (执行器或输出)饱

和问题,其中输入饱和和输出饱和是控制系统最常

见的问题. 1990 年以来,人们对受限控制系统的研

究已取得不少成果[1～ 4 ], 其中大多为涉及输入受限

的研究[5, 6 ]. 若发现所设计的控制系统在饱和介入

后稳定域太小,则需返回重新设计,否则投运后会出

现问题,轻者使系统性能降低,重者可能发生恶性事

故[2 ]. 因此,研究使含饱和的控制系统具有尽量大的

吸引域具有重要意义.

本文首先考虑单输入线性系统在状态反馈含饱

和时系统的稳定性; 然后考虑采用动态输出反馈时

单饱和输出系统的稳定性. 在不存在饱和的情况

下,即便反馈使系统达到全局渐近稳定, 饱和的介

入也大多会使系统降为区域渐近稳定. 对于区域渐

近稳定的情况,本文给出了计算其不变吸引椭球的

算法,并用迭代法求取反馈增益,以使所得椭球尽量

大.

2　控制饱和状态反馈系统
2. 1　问题叙述

考虑如下系统:

　　收稿日期: 2004203226; 修回日期: 2004207205.

　　基金项目: 国家自然科学基金项目 (60174040).

　　作者简介: 魏爱荣 (1972—) ,女,广东广州人,讲师,博士生,从事受限控制、鲁棒控制系统的研究; 赵克友 (1945—) ,

男,山东青岛人,教授,博士生导师,从事鲁棒与非线性控制、交流调速与伺服控制的研究.



xα= A x + bu ,

u = sat∃ (k′x ).
(1)

其中:状态 x ∈R n ,控制 u∈R 为含饱和的状态反馈

sa t∃ (k′x )∶= sign (k′x )m in{∃ , ûk′x û} [7, 8 ] , 反馈增益

k ∈R n , ∃ > 0是幅值A 和 b为相应维数的实数阵.

假设 1　在 (A , b) 可镇定的情况下,选择非零 k

使A + bk′为H u rw itz稳定阵.

假设 1 保证存在对称正定矩阵 P 满足

L yapunov方程

(A + bk′)′P + P (A + bk′) + I = 0. (2)

依据这个 P 和一个正数 r, 便可确定状态空间中的

开椭球 8 (P , r)∶= {x ∈R n∶x′P x < r}.

定义 1[9 ]　自初始状态 x (0) = x 0 出发的系统

(1) 的解 (状态函数) 记为Ω( t, x 0). 若lim
t→∞

Ω( t, x 0) =

0, 则称 x 0 是吸引点, 吸引点的全体称为吸引域. 若

全状态空间是吸引的, 则称系统 (1) 为全局渐近稳

定的 (GA S) ; 若仅某个限定区域是吸引的, 则称系

统是区域渐近稳定的 (RA S).

用式 (2) 的解P 定义式 (1) 的备选L yapunov函

数V (x ) = x′P x. 若存在某 r > 0使Π x ∈ 8 (P , r) ,

则有V
õ

(x ) < 0. 显然, 8 (P , r) 是式 (1) 的不变吸引

椭球.

2. 2　含饱和状态反馈系统的稳定性

引入饱和度函数 Λ: R n → (0, 1 ],即

Λ = Λ(x )∶=
1, ûk′x û ≤ ∃;

∃öûk′x û , ûk′x û > ∃.
(3)

易证 sa t∃ (k′x ) = Λk′x ,故系统 (1) 可等价地写为

xα= (A + Λbk′) x. (4)

求V (x ) 沿式 (4) 的导数,得V
õ

(x ) = x′{- I + (Λ
- 1) E }x , 其中 E = (bk′)′P + P (bk′). 令 Λ3 =

inf{Λ∈ (0, 1 ]∶V (x ) < 0, x ≠ 0},则 Λ3 的计算可

化为矩阵不等式的特征值问题. 这涉及到计算 E 的

最小特征值 Κm in (E ) , 结论为:

1) Λ3 = 0,当 Κm in (E ) ≥= - 1;

2) Λ3 = 1 + 1öΚm in (E ) ,当 Κm in (E ) < 1时.

由数学分析不难求得函数Λ(õ) 在椭球 8 (P , r)

上的下确界Λ3 = ∃ör (k′P - 1k ). 在预先得知Λ3 的

情况下,可反解出 r = ∃2ö(k′P - 1k ) Λ3 2.

定理 1　设系统 (1) 满足假设 1,计算矩阵 E 及

其最小特征值 Κm in (E ). 1) 若 Κm in (E ) ≥- 1,则系统

为GA S; 2) 若Κm in (E ) < 1,则系统为RA S,其不变吸

引椭球 8 (P , r) 的半径为

r =
∃2

(k′P - 1k ) (1 + 1öΚm in (E ) ) 2. (5)

　　算法 1 (满足假设 1的系统 (1) 的稳定性分析)

Step 1: 选择非零 k ,使A + bk′为H u rw itz稳定

阵且具有满意性能, 并由式 (2) 解出正定对称矩阵

P ;

Step 2: 计算E = (bk′)′P + P (bk′) 及Κm in (E ) ,

若 Κm in (E ) ≥- 1,则系统 (1) 为 GA S,停止; 否则为

RA S,转 Step 3;

Step 3: 按式 (5) 计算 r, 则 8 (P , r) 是系统 (1)

的不变吸引椭球, 其容积

V =
Πrnö2

(det (P ) ) 1ö2.

2. 3　控制器设计

在假设 1的前提下,选择实数 Β> 0及Α∈ [ 0,

1 ],则一定存在对称正定矩阵X ,满足R icat t i方程

A ′X + X A - X bΒ- 1b′X + ΑI = 0. (6)

令反馈增益 k′= - Β- 1b′X , 根据线性系统理论,A

+ bk′必为H u rw itz矩阵. 迭代 Αi, 1öΒj ,迭代范围不

超过 1. 对于每个 Αi和 Βj ,令 Αi+ 1 = Αi + Ε和 1öΒj + 1

= 1öΒj + Ε,此处 Ε为步长. 求所对应的R ica t t i方程

(6) 的解阵X ij ,并令第 i j 次迭代的反馈增益 k′ij = -

Β- 1
j b′X j j. 按照算法 1求解与之对应的 P ij , r ij ,V ij ,求

使V ij取最大值时的P 3 , k 3 , r3 ,则反馈增益 k 3 可使

系统 (1) 有尽量大的不变吸引椭球 8 (P 3 , r3 ).

2. 4　仿真算例

考虑系统 (1) ,其中

A =
0 1

1 2
, b =

0

1
, ∃ = 1.

　　 (1) 稳定性分析

Κ(A ) =
- 0. 414 2

2. 414 2
,

令 k′= [ - 3　 - 4 ],则

Κ(A + bk′) =
- 1 + i

- 1 - i
.

按算法 1确认饱和系统为RA S,其不变吸引椭球为

8 (P , r). 其中

P =
1. 250 0 0. 250 0

0. 250 0 0. 375 0
,

r = 0. 038 6,V = 0. 190 4.

　　 (2) 求使不变吸引椭球尽量大的控制器

经迭代计算,有 Α0 = 0. 18, 1öΒ0 = 0. 491 0,控

制器

k′= [ - 1. 003 2　 - 2. 385 9 ],

Κ(A + bk′) =
- 0. 008 6

- 0. 377 3
,

P =
60. 882 9 154. 417 7

154. 417 7 401. 491 4
,

r = 52. 431 9.
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不变吸引椭球 8 (P , r) 的V m ax = 6. 729 4. 仿真曲线

如图 1所示.

图 1　仿真曲线

3　输出饱和动态输出反馈系统
3. 1　问题叙述

考虑如下含饱和输出的系统:

xα= A x + B u , x ∈R n , u ∈R m ;

y = sa t∃ (c′x ) , y ∈R.
(7)

其中A ,B , c′为相应维数的实数矩阵. 对式 (7) 构造

如下动态输出反馈:

xδ
õ

= A xδ + B u + l (y - c′xδ) ,

u = - K x
δ.

(8)

其中 l和 K 分别为 n维和m × n维的观测向量和反

馈增益阵. 令 x
� = x - x

δ,则由式 (7) 和 (8) 组成闭环

系统

xα

x
�õ =

A - B K B K

- (v - 1) lc′ A - lc′

x

x�
, (9)

其中饱和度函数 v: R n → (0, 1 ],即

v = v (x ) : =
1, ûc′x û ≤ ∃;

∃öûc′x û , ûc′x û > ∃.
(10)

显然 sa t∃ (c′x ) = vc′x. 若忽视式 (7) 的饱和, 则式

(9) 可化为如下线性闭环系统:

xα

x
�õ =

A - B K B K

0 A - L C

x

x�
. (11)

3. 2　输出饱和系统的稳定性

假设 2　系统 (7) 满足 (A ,B ) 可稳定, (A , c′)

可检测.

假设2保证可选定K 和 l,使A - B K 和A - lc′

皆为H u rw itz稳定阵. 求满足L yapunov方程

A′P + PA + I = 0 (12)

的对称正定解阵 P ∈R 2n×2n ,其中

A =
A - B K B K

0 A - lc′
.

据此 P 和正数 r,仿前便可以确定超椭球 8 (P , r) ∈

R 2n×2n. 用 P 定义系统 (9) 的L yapunov函数

V (x , x�) =
x

x�
′

P
x

x�
,

若对Π
x

x�
∈ 8 (P , r) ø{0}有V

õ

(x , x
�) < 0,则 8 (P ,

r) 是式 (9) 的不变吸引椭球. 求V (x , x�) 沿式 (9) 的

时间导数

V
õ

(x , x�) =
x

x
�
′

(- I + (v - 1) ) E
x

x
� ,

其中

E =
0 0

- lc′ 0
P + P

0 0

- lc′ 0
.

　　定理 2　设系统 (1) 满足假设 2,计算矩阵E 及

其最小特征值 Κm in (E ). 1) 若 Κm in (E ) ≥- 1,则系统

为 GA S; 2) 若 Κm in (E ) < - 1,则系统为RA S, 其不

变吸引椭球 8 (P , r) 的半径仍按式 (5) 计算,只将其

中的 kE 和 P 分别换成 cE 和 P 即可.

算法 2 (满足假设 2的系统 (7) 的稳定性分析)

Step 1: 选择状态反馈增益 K 和观测器增益 l,

使A - B K 和A - lc′为H u rw itz稳定阵且具有满

意性能,由式 (12) 解出正定对称矩阵 P;

Step 2: 计算

E =
0 0

- lc′ 0

′

P + P
0 0

- lc′ 0
,

若 Κm in (E ) ≥- 1, 则系统为 GA S, 停止; 否则为

RA S,转 Step 3;

Step 3: 按式 (5) 计算 r, 只将其中的 kE 和P 分

别换成 cE 和 P ,则 8 (P , r) 是不变吸引椭球.

4　结　　语
　　本文讨论了单饱和输入系统静态状态反馈控制

镇定性以及单饱和输出系统动态输出反馈控制下的

镇定性. 线性反馈使系统达到全局渐近镇定,饱和介

入后系统或仍为 GA S,或降为RA S. 本文给出了镇

定性判据,对后者计算了不变吸引椭球,并提供了寻

找能得到尽量大的不变吸引椭球的反馈增益迭代

法. 本文提出的分析和设计方法简单且保守性低.
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其中 r1 = r + d 1 - (1 + T s) Μ3
2 . 则有

　Μ3 =
1

1 + T s
[ r + d 1 - (1 + T s) Μ3

2 ] + v 3
2 =

　 　　 1
1 + T s

(r + d 1).

所以该M RA S的等价参考模型为

yθm (s)
r (s) =

1
(1 + T s) (1 + T s).

如果要求无静差, 则可在图 1 的基础上加一个含积

分器的外环,这里不详细讨论.

　　 现对文献[ 1 ] 中的反例进行的仿真, 对象模型

P (s) 和建模误差 P 0 (s) 分别为

P (s) =
2

s + 1
, P 0 (s) =

229
s2 + 30s + 229

,

r ( t) = 1 ( t). 加在对象输入和输出的外扰分别为

d 1 ( t) = 2sin (16, 1t) , d 2 ( t) = sim (16, 1t).

　　在文献[ 1 ] 中,外扰比此弱得多,但系统仍然严

重发散. 现按本文方法设计控制器, 并对整个

M RA S进行M atlab 仿真,其结果如图 2所示.

值得注意的是: 图 2 (d) 因为有 d 2 直接加在 y p

端,所以 y p 波形中直接含有 d 2 高频干扰信号,但其

均值仍是稳定的. 这是因为自适应律所用的信号

yθp , yθm 和 e都经过良好的滤波,它们所含的高频干扰

幅值已经很小. 仿真结果表明, 这种M RA S 具有很

强的鲁棒性.

4　结　　论
　　本文给出的模型参考自适应控制系统,其结构

类似于间接式M RA S, 而整个系统又能与直接式

M RA S 等价. 这种特殊结构具有两方面优势: 1)对

被控对象的要求大为降低,只要求知道阶次的上界,

而不需知道相对阶,也不要求对象最小相位和严格

正实; 2)能对自适应律中的所有信号进行低通滤波.

显然,这两个优势大大提高了M RA S 的鲁棒性. 由

于只要求知道对象阶次的上界,可将大的和小的时

间常数都纳入对象模型,只忽略极小的时间常数,这

本身就大大减少了建模误差. 选择合适的 T 和 Κ(s)

能最大限度地削弱高频干扰对自适应律的影响.

M at lab 仿真结果表明,仿真例子中建模误差达到 2

阶,高频干扰幅值高达参考输入的 1～ 2倍.
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