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摘　要: 针对由连续被控对象和数字控制器构成的数字控制系统,将现有的线性系统输出多采样线性反馈数字控制

器设计方法推广到非线性系统. 并相应地研究了非线性输出多采样反馈控制器及摄动非线性系统,给出了这类非线

性输出多采样数字控制系统及其摄动系统的稳定性和鲁棒性条件.
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Abstract: Fo r digita l con tro l system s consist ing of a con tinuous p lan t and a digita l con tro ller, the ex ist ing stab le

m ult i2ra te samp led ou tpu t linear feedback con tro ller design m ethod is ex tended from linear system s to non linear sy2
stem s. T he co rresponding non linear ou tpu t feedback con tro ller and non linear system s w ith pertu rbation are

investigated too. Stab ilizab ility and robustness condit ions fo r such non linear m ult i2ra te samp led ou tpu t feedback

con tro l system s are derived.
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1　引　　言
　　微处理器和数字计算机具有快速、强大的计算

能力和灵活的数据存储与处理能力,因而数字控制

技术已逐渐取代了模拟控制技术. 近年来,关于数字

控制系统分析和设计的研究成果不断涌现 [1～ 4 ].

Co laneri等[5 ]研究了线性周期性多采样率系统的可

测性和可稳性等结构特性; L ongh i[6 ]给出了线性多

采样率系统的可达性、可控性和可稳定性的充要条

件; H agiw ara 等[7 ]提出了线性定常系统的输出多采

样反馈控制器设计方法,并证明了系统的稳定性. 另

外, Hou 等[8 ]给出了仿射非线性数字控制系统的稳

定性条件; H u 等[9 ]探讨了时变采样方式下一般非线

性数字控制系统的鲁棒稳定性问题. 这些成果大都

针对线性系统,关于非线性采样控制系统的研究则

相对较少,且多集中在单采样率系统. 随着网络控制

和多处理器技术的广泛应用,时变采样和多采样率

系统的研究已受到人们越来越多的关注.

本文旨在将H agiw ara 等[7 ]的输出多采样线性

反馈数字控制器推广到非线性系统,并对输出多采

样非线性反馈控制器的设计及与之对应的数字控制
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系统的稳定性进行了探讨,得出了不同情况下的稳

定性条件. 本文探讨了非线性系统的输出多采样反

馈控制器及系统稳定性问题; 讨论了输出多采样非

线性控制器及非线性数字控制系统的稳定性条件;

得到了具有摄动因素的非线性系统在输出多采样非

线性控制器作用下的L agrange 稳定性 (即有界性)

结论.

2　输出多采样线性反馈稳定控制器
　　对于下述由线性被控对象和输出多采样反馈控

制器构成的数字控制系统:

xα( t) = A x ( t) + B u ( t) ,

y ( t) = Cx ( t) ;
(1)

u (k + 1T 0) = D u (kT 0) - H yζ (kT 0). (2)

其中: x ∈ R n 为状态变量; u ∈ R m 为控制器状态; t

∈ R +
0 = [ 0,∞) 为时间变量; T 0 为基本控制周期,

或称为框架周期; yζ (kT 0) 为由时间区间 [kT 0,

k + 1T 0) ] 内的全部输出测量值构成的向量,即

yζ (kT 0) =

[y T
1 (kT 0) ,⋯, y T

1 (kT 0 + N 1 - 1T 1) ,⋯,

y T
p (kT 0) ,⋯, y T

p (kT 0 + N p - 1T p ) ]T. (3)

这里输出分量 y i 的采样周期为 T i,即

y i (kT 0 + ΛT i) = C ix (kT 0 + ΛT i). (4)

其中: Λ = 0, 1,⋯,N i - 1; i = 1, 2,⋯, p ; C i为C 的

第 i行; T 0 = N iT i,每个基本控制周期 T 0内 y i采样

N i次. 如果输出各分量的采样周期不同, 则称这种

控制器为输出多采样反馈数字控制器.

H agiw ara [7 ] 给出如下结论:

引理 1　对于任意 T 0,线性定常系统 (A ,B , C )

可用输出多采样反馈数字控制器实现闭环强稳定的

充分条件是:

1) 系统完全能控、完全能观;

2) N i ≥m i ( i = 1, 2,⋯, p ) ,这里m i 为增广系

统
A B

0 0
, [C , 0 ] 的能观性指数;

3) rank
A B

C 0
= n + m .

本节的目的是将上述输出多采样线性反馈数字

控制器推广到非线性系统. 设非线性被控对象为

xα( t) = f x (x ( t) , z ( t) ) , t∈ [kT 0, k + 1T 0) ,

y ( t) = f y (x ( t) ) , k ∈N = {0, 1,⋯}. (5)

其中: z 为控制器输出经保持器后的值; f x和 f y为非

线性连续可微向量函数, 且 f x (0, 0) = 0, f y (0) =

0.

非线性被控对象 (5) 能否采用输出多采样线性

反馈数字控制器 (2) 实现稳定控制呢?在回答该问

题之前,首先给出下述结论:

引理 2[8 ]　由非线性被控对象 (5) 和线性输出

反馈控制器 (2) 构成的非线性数字控制系统稳定的

充分条件是其线性化系统一致渐近稳定.

定理 1　对于任意 T 0, 非线性系统 (5) 可用输

出多采样线性反馈数字控制器 (2) 实现闭环稳定的

充分条件是:

1) 系统 (A x ,B x , C y ) 完全能控、完全能观;

2) N i≥m i ( i = 1, 2,⋯, p ) ,这里m i 为增广系

统
A x B x

0 0
, [C y , 0 ] 的能观性指数;

3) rank
A x B x

C y 0
= n + m .

其中: A x = 5f x (0, 0) ö5 x ,B x = 5f x (0, 0) ö5 z , C y =

5f y (0) ö5 x.

证明　只需证明非线性系统的线性化系统与

输出多采样反馈控制律所构成的闭环系统稳定即

可,这一结论可采用H agiw ara [7 ] 的方法直接证明.

系统 (5) 的线性化系统为

xα( t) = A x x ( t) + B x u ( t) ,

因此对任意 s∈ [ 0, T 0 ],有

x (kT 0 + s) = A
δ

x x (kT 0) + B
δ

x u (kT 0).

其中: A
δ

x = eA x T 0 ,B
δ

x =∫
T 0

0
eA x td tB x. 当 s = T 0时,有

x (k + 1T 0) = A
δ

x x (kT 0) + B
δ

x u (kT 0).

由文献[ 4 ]知,系统[Aδ
x ,B

δ
x ]可稳定化. 因此,存在状

态反馈增益矩阵 F 使A
δ

x - B
δ

x F 稳定.

根据文献 [ 7 ], 在本文的假设条件下, 矩阵 [Cδ,

Gδ] 列满秩,这里

Cδ =

C y 1e- A xN 1T 1

C y 1e- A x
(N 1- 1) T 1

�
C y 1e- A x T 1

�
C y p e- A xN p T p

�
C y p e- A x T p

, Gδ =

C y 1∫
- N 1T 1

0
eA x td tB x

C y 1∫
- (N 1- 1) T 1

0
eA x td tB x

�

C y 1∫
- T 1

0
eA x td tB x

�

C y p∫
- N p T p

0
eA x td tB x

�

C y p∫
- T p

0
eA x td tB x

.

(6)

对于任意矩阵D , 通过求解矩阵方程 H [Cδ, Gδ] =

[F ,D ] 便可得到输出多采样反馈矩阵H ,即

H = [F ,D ] [Cδ, Gδ]T [Cδ, Gδ]- 1 [Cδ, Gδ]T.

这里 F 为任意可实现期望控制目标的状态反馈矩

阵. 由文献 [ 7 ] 可知, 不管基本采样周期 T 0 如何选
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取,这里的输出多采样反馈控制律均可实现任何用

状态反馈控制律 u (kT 0) = - F x (kT 0) 可实现的任

务. 于是,结合引理 2便可证明定理 1,见文献[ 7 ]. □

3　一般非线性输出多采样数字控制系统稳

定性分析
　　本节考虑由非线性被控对象 (5) 与如下非线性

数字控制器构成的非线性输出多采样数字控制系统

的设计及稳定性问题:

u (k + 1T 0) = g u (u (kT 0) , v (kT 0) ) , (7)

w (k + 1T 0) = gw (u (kT 0) ). (8)

其中: w 为控制器输出; v 为系统输出的采样输出

值; g u和gw 为非线性连续可微向量函数,且g u (0, 0)

= 0, gw (0) = 0.

设输出分量 y i 的采样周期为 T i,则控制器读入

的输出采样数据为

y i (kT 0 + ΛT i) = f y i
(x (kT 0 + ΛT i) ). (9)

　　对于理想接口器件和无限字长数字控制器,有

下述关系:

z ( t) = w (kT 0) , v (kT 0) = yζ (kT 0). (10)

此时,非线性数字控制系统 (5) 和 (7) 可简化为

xα( t) = f x (x ( t) , gw (u (kT 0) ) ) ,

　　 　 t∈ [kT 0, k + 1T 0) ;

u (k + 1T 0) = g u (u (kT 0) , yζ (kT 0) ) ,

　　　　　　k ∈N .

(11)

为简单起见,将该系统写为

xα( t) = f (x ( t) , u (kT 0) ) , t∈ [kT 0, k + 1T 0) ;

u (k + 1T 0) = g (yζ (kT 0) , u (kT 0) ) , k ∈N .

(12)

如果令

K =
5f y (0)

5x
,A =

5f (0, 0)
5x

,B =
5f (0, 0)

5u
,

D =
5g (0, 0)

5u
,M =

5g (0, 0)
5v

.

则可将非线性多采样率数字控制系统 (12) 线性化

为

xα( t) = A x ( t) + B u (kT 0) +

　　 　F (x ( t) , u (kT 0) ) ,

u (k + 1T 0) = M yζL (kT 0) + D u (kT 0) +

　 　 　　　　G (yζ (kT 0) , u (kT 0) ).

(13)

非线性输出方程也可线性化为

y ( t) = K x ( t) + F y (x ( t) ). (14)

其中 yζL (kT 0) 为线性化系统输出在一个基本周期T 0

内的多次采样序列.

lim
x→0

(‖F y (x )‖ö‖x‖) = 0,

lim
(x , u)→ (0, 0)

(‖F (x , u )‖ö ‖x‖2 + ‖u‖2) = 0,

lim
(v , u)→ (0, 0)

(‖G (v , u )‖ö ‖v‖2 + ‖u‖2 ) = 0.

由系统 (13) 的线性部分可知,对于 s∈ [ 0, T 0 ],有如

下关系:

x (kT 0 + s) =

eA sx (kT 0) +∫
s

0
eA td tB u (kT 0). (15)

根据上述关系以及式 (14) 的线性部分可知

yζL (kT 0) = W 1x (kT 0) + W 2u (kT 0). (16)

其中

W 1 =

K 1

�

K 1eA (N 1- 1) T 1

�
K p

�
K p eA (N p - 1) T p

,W 2 =

0

K 1∫
T 1

0
eA td tB

�

K 1∫
(N 1- 1) T 1

0
eA td tB

�

K p∫
(N p - 1) T p

0
eA td tB

.

这里K i ( i = 1, 2,⋯, p ) 为输出线性化矩阵K 的第 i

行. 于是有

x (k + 1T 0) =

eA T 0x (kT 0) +∫
T 0

0
eA td tB u (kT 0) ,

u (k + 1T 0) =

M W 1x (kT 0) + (M W 2 + D ) u (kT 0).

(17)

定义 ( k =
eA T 0 ∫

T 0

0
eA td tB

M W 1 M W 2 + D

.

　　 不考虑量化因素时, 由式 (5) , (7) 和 (8) 构成

的数字控制系统等价于非线性输出多采样数字控制

系统 (12). 现在给出下述结论:

定理 2　非线性输出多采样数字控制系统 (12)

的平衡点 [x T , uT ]T = [ 0T , 0T ]T 一致渐近稳定的充

分条件是线性输出多采样数字控制系统 (17) 的平

衡点 [x T , uT ]T = [ 0T , 0T ]T 指数稳定, 即矩阵

( kSchu r稳定,亦即lim
k→∞

sup‖( k‖ < 1.

证明　线性化系统 (13) 中状态方程的解可写

为

x (kT 0 + s) =

eA sx (kT 0) +∫
s

0
eA td tB u (kT 0) +

∫
kT 0+ s

kT 0

eA (kT 0+ s- t) F (x ( t) , u (kT 0) ) d t. (18)

于是由方程 (14) 的线性部分可得

　　yζL (kT 0) =

　　W 1x (kT 0) + W 2u (kT 0) + W 3 (kT 0) , (19)
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其中

W 3 (kT 0) =

0

K 1∫
kT 0+ T 1

kT 0

eA (kT 0+ T 1- t) F (x ( t) , u (kT 0) ) d t

�

K 1∫
kT 0+ (N 1- 1) T 1

kT 0

eA (kT 0+ (N 1- 1) T 1- t) F (x ( t) , u (kT 0) ) d t

�
0

�

K p∫
kT 0+ (N p - 1) T 1

kT 0

eA (kT 0+ (N p - 1) T 1- t) F (x ( t) , u (kT 0) ) d t

.

这里K i ( i = 1, 2,⋯, p ) 为输出线性化矩阵K 的第 i

行. 当 s = T 0 时,由方程 (18) 可得

x (k + 1T 0) =

eA T 0x (kT 0) +∫
T 0

0
eA td tB u (kT 0) +

∫
k+ 1T 0

kT 0

eA (k+ 1T 0- t) F (x ( t) , u (kT 0) ) d t.

另外,由式 (19) 及 (13) 中的控制器方程可得

u (k + 1T 0) =

M W 1x (kT 0) + (M W 2 + D ) u (kT 0) +

M W 3 (kT 0) + G (yζ (kT 0) , u (kT 0) ).

定义

8 k = ∫
k+ 1T 0

kT 0

eA (k+ 1T 0- t) F (x ( t) , u (kT 0) ) d t

M W 3 (kT 0) + G (yζ (kT 0) , u (kT 0) )
,

则进而可将线性化系统写为

x (k + 1T 0)

u (k + 1T 0)
= ( k

x (kT 0)

u (kT 0)
+ 8 k ,

或简写为

x
Χ

(k + 1) = ( kx
Χ

(k ) + 8 k ,

其中 x
Χ

(k ) =
x (kT 0)

u (kT 0)
.

　　该系统的状态转移矩阵显然有如下形式:

5 (k + 1T 0, 0) = ∏
k

i= 0
( i.

因为矩阵 ( kSchu r稳定,因此有

lim
k→∞
‖5 (k + 1T 0, 0)‖ = lim

k→∞∏
k

i= 0
‖( i‖ = 0.

而当 (x , u , v ) → (0, 0, 0) 时,有

‖F (x , u )‖ = O ( ‖x‖2 + ‖u‖2 ) ,

‖G (v , u )‖ = O ( ‖v‖2 + ‖u‖2 ).

所以lim
k→∞
‖8 k‖ = 0,从而有lim

k→∞
‖x

Χ
(k )‖ = 0,即系

统 (13) 一致渐近稳定, 亦即系统 (12) 一致渐近稳

定. □

4　摄动非线性输出多采样数字控制系统稳

定性分析
　　由于数字控制器和接口器件的存在,系统中不

可避免地存在量化因素和其他因素的影响, 也就是

系统中存在非线性摄动. 考虑如下摄动非线性数字

控制系统的稳定性问题:

xα( t) =

f (x ( t) , u (kT 0) ) + f
～

( t, x ( t) , u (kT 0) ) ,

　　　　　t∈ [kT 0, k + 1T 0) ;

u (k + 1T 0) =

g (yζ (kT 0) , u (kT 0) ) +

g� (k , yζ (kT 0) , u (kT 0) ) , k ∈N .

(20)

其中摄动满足关系

lim
(x , u)→ (0, 0)

f
～

( t, x , u ) = 0

lim
(v , u)→ (0, 0)

g� (k , v , u ) = 0.

这种摄动称为渐消性摄动,否则为非渐消摄动.

下面给出本节的主要结论:

定理 3　对于摄动非线性输出多采样数字控制

系统 (20) ,下述结论成立:

1) 系统平衡点[x T , uT ]T = [ 0T , 0T ]T 一致渐近

稳定 的 充 分 条 件 是:① ( kSchu r 稳 定, 亦 即

lim
k→∞

sup‖( k‖ < 1;② 存在常数 Ε> 0, 对所有 t∈

[ 0,∞) 和 k ∈N 都有m ax{‖f
～

( t, x , u )‖,‖g
� (k ,

x , u )‖} ≤ Ε(‖x‖ + ‖u‖) ; 或m ax{‖f
～

( t, x ,

u )‖,‖g
� (k , x , u )‖}≤ Γ( t) 且lim

t→0
Γ( t) = 0.

2) 系统有界 (‖x
Χ

(k )‖≤ d 1, d 1 为正常数) 的

充分条件是:① ‖x
Χ

(0)‖≤ d 0, d 0 ≤ d 1 为正常数;

② ( k Schu r 稳定;③ m ax {‖f
～

( t, x , u )‖,‖g
� (k ,

x , u )‖}≤ Ε, Ε为正常数.

证明　该系统可线性化为

xα( t) = A x ( t) + B u (kT 0) +

　　　 F� ( t, x ( t) , u (kT 0) ) ,

u (k + 1T 0) = M yζL (kT 0) + D u (kT 0) +

　　　 　 　　G
� (k , yζ (kT 0) , u (kT 0) ).

其中

F� ( t, x ( t) , u (kT 0) ) =

F (x ( t) , u (kT 0) ) + f
～

( t, x ( t) , u (kT 0) ) ,

G� (k , yζ (kT 0) , u (kT 0) =

G (yζ (kT 0) , u (kT 0) ) + g
� (k , yζ (kT 0) , u (kT 0) ).

系统输出的线性化可写为

yζL (kT 0) = W 1x (kT 0) + W 2u (kT 0) + W
�

3 (kT 0) ,
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其中

W�
3 (kT 0) =

0

K 1∫
kT 0+ T 1

kT 0

eA (kT 0+ T 1- t) F� ( t, x ( t) , u (kT 0) ) d t

�

K 1∫
kT 0+ (N 1- 1) T 1

kT 0

eA (kT 0+ (N 1- 1) T 1- t) F� ( t, x ( t) , u (kT 0) ) d t

�

0

�

K p∫
kT 0+ (N p - 1) T 1

kT 0
eA (kT 0+ (N p - 1) T 1- t) F� ( t, x ( t) , u (kT 0) ) d t

.

令

8�k = ∫
k+ 1T 0

kT 0

eA (k+ 1T 0- t) F
� ( t, x ( t) , u (kT 0) ) d t

M W
�

3 (kT 0) + G
� (k , yζ (kT 0) , u (kT 0) )

,

则可将线性化系统写为

x
Χ

(k + 1) = ( kx
Χ

(k ) + 8�k.

然后利用H u 等[9 ] 关于时变单采样率非线性系统的

鲁棒性稳定性结论的证明方法,即可证明该定理. 具

体说,定理 3第 1个结论可用文献[ 9 ]定理 2. 2的证

明方法证明,而第 2个结论则可用文献[ 9 ] 定理 3. 2

的方法证明. □

定理 3表明,渐消性摄动作用下,非线性输出多

采样数字控制器可以保证非线性系统的鲁棒稳定

性,而在非渐消性摄动作用下,则只能保证其鲁棒有

界性或鲁棒R agrange稳定性.

5　结　　语
　　本文研究了由连续被控对象与数字控制器构成

的输出多采样数字控制系统的设计及稳定性问题.

将已有线性输出多采样反馈控制器设计方法从线性

系统推广到非线性系统,并探讨了非线性输出多采

样反馈控制器的设计及系统稳定性,得到了非线性

输出多采样数字控制系统的稳定性结论. 对于包含

摄动因素的输出多采样非线性数字控制系统,得到

了其L agrange稳定性条件.

参考文献 (References)

[1 ] M iller R K, M ichelA N , Farrell J A. Q uan tizer effects

on steady2sta te erro r specificat ions of digita l feedback

con tro l system s[J ]. IE E E T rans on A u tom atic Control,

1989, 34 (6) : 6512654.

[2 ] Ben ton S E, Rogers E, Ow ens D H. Stab ility

condit ions fo r a class of 2D continuous2discrete linear

system s w ith dynam ic boundary condit ions[J ]. In t J of

Con trol: 2002, 75 (1) : 52260.

[3 ] A lbert in i F , D′A lessandro D. O bservab ility and

fo rw ard2backw ard observab ility of disctrete2t im e

nonlinear system s[J ]. M athem atics of Con trol, S ig na ls,

and S y stem s, 2002, 15 (3) : 2752290.

[4 ] To ivonon H T , M edvedev A. D amp ing of harmonic

distu rbances in samp led2data system s —

param eterizat ion of all op tim al con tro llers [ J ].

A u tom atica , 2003, 39 (1) : 75280.

[5 ] Co laneri P , Scatto lin i R , Sh iavon i N. Stab ilizat ion of

m ult ira te samp led2data linear system s [J ]. A u tom atica ,

1990, 26 (4) : 3772380.

[6 ] O ngh i S. Structu ral p ropert ies of m ult ira te samp led2

data system s [J ]. IE E E T rans on A u tom atic Control,

1994, 39 (3) : 6922696.

[7 ] H agiw ara T , A rak iM. D esign of stab le sta te feedback

con tro ller based on the m ult ira te samp ling of the p lan t

ou tpu t [J ]. IE E E T rans on A u tom atic Control, 1988, 33

(9) : 8122819.

[8 ] Hou L , M ichelA N , Ye H. Som e qualita t ive p ropert ies

of samp led2data con tro l system s [J ]. IE E E T rans on

A u tom atic Control, 1997, 42 (12) : 172121725.

[9 ] H u B , M ichel A N. Robustness analysis of digita l

feedback con tro l system s w ith tim e2varying samp ling

periods [A ]. P roc of the A m erican Control Conf [C ].

San,D iego: Calio rn ia, 1999: 348423488.

　　 (上接第 76页)

[4 ] Kennedy J , Eberhart R. Part icle sw arm op tim ization

[A ]. P roc IE E E In t Conf on N eu ra l N etw orks [C ].

Perth, 1995: 194221948.

[5 ] Eberhart R , Kennedy J. A new op tim izer using part icle

sw arm theo ry [A ]. P roc 6th In t S ym p osium on M icro

M ach ine and H um an S cience[C ]. N agoya, 1995: 39243.

[6 ] 谢晓锋,张文俊,杨之廉. 微粒群算法综述[J ]. 控制与决

策, 2003, 18 (2) : 1292134.

(X ie X F, Zhang W J , Yang Z L. O verview of part icle

sw arm op tim ization [J ]. Control and D ecision, 2003, 18

(2) : 1292134. )

[7 ] Sh i Yuhui, Eberhart R. M odified part icle sw arm

op tim izer [A ]. P roc IE E E In t Conf on E volu tionary

Com p u ta tion [C ]. A ncho rage, 1998: 69273.

[8 ] Ziegler J G, N icho ls N B. Op tim um sett ings fo r

au tom atic con tro llers [J ]. T rans A SM E , 1942, 64 (11) :

4332444.

[9 ] 王凌,李文峰,郑大钟. 非最小相位系统控制器的优化设

计[J ]. 自动化学报, 2003, 29 (1) : 1352141.

(W ang L , L i W F, Zheng D Z. Op tim al design of

con tro llers fo r non2m inim um phase system s [J ]. A cta

A u tom atica S in ica , 2003, 29 (1) : 1352141. )

第 1 期 郭 戈等: 输出多采样反馈控制器及系统稳定性 81


