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非线性相似组合大系统最优控制的逐次逼近过程
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摘　要: 研究一类仿射非线性相似组合大系统关于二次型性能指标的最优控制问题. 首先通过模型简化,将非线性

相似组合大系统化为若干个准解耦的子系统; 然后利用非线性系统最优控制的逐次逼近设计方法,将求解高阶强耦

合的非线性两点边值问题简化为求解一族解耦的线性两点边值问题序列. 该线性两点边值问题序列的解一致收敛于

非线性相似组合大系统的最优控制,得到的最优控制律由线性最优控制的解析项与非线性补偿序列的极限项组成.

通过截取最优控制非线性补偿序列的有限次逼近值,得到了非线性组合大系统的次优控制律.
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Abstract: T he op tim al con tro l p rob lem fo r a class of affine non linear large2scale system s w ith sim ilar compo site str2
uctu re is considered. T he non linear large2scale system is first transfo rm ed in to som e quasi2decoup ling subsystem s by

using the modeling techn ique. T hen the h igh o rder, strongly coup led, non linear tw o2po in t boundary value p rob lem

is transfo rm ed in to a sequence of linear decoup ling tw o2po in t boundary value (T PBV ) p rob lem s th rough a successive

app rox im ation p rocedure. T he so lu tion sequence of the T PBV p rob lem s unifo rm ly converges to the op tim al con tro l

fo r the o riginal p rob lem. T he op tim al con tro l law obtained consists of an accurate linear term and a non linear

compensating sequence. A subop tim al con tro l law is ob tained by using a fin ite itera t ive resu lt of the non linear

compensating sequence.
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1　引　　言
　　由于动态大系统具有规模庞大、结构复杂、因素

众多、功能综合等特点[1 ] ,使得解决动态大系统的分

析与综合问题十分困难. 尤其是非线性互联大系统,

采用常规的控制理论和方法处理其分析与综合,无

法解决算法的时间复杂度和空间复杂度问题. 近 20

年来,动态大系统的分析与综合问题引起了众多研

究者的重视,取得了大量研究成果. 其研究成果主要

体现在利用大系统的特点 (如对称性、相似性和弱耦

合等)研究大系统的性质、结构特征和控制策略. 张

嗣瀛[2 ]根据由具有相同发电机组电厂构成的电网系

统、直升机双机提升系统及大规模并行计算机系统

等应用背景,提出了对称性与相似性组合大系统的

概念,并提出了利用组合大系统各子系统间的对称

或相似结构简化大系统的思想. 近年来,对称性组合

大系统[3, 4 ]和其他线性[5, 6 ]及非线性[7, 8 ]相似结构的
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组合大系统的研究已取得了许多很好的成果,而对

非线性相似组合大系统最优控制的研究尚未见报

道. 对于一般的非线性系统,其最优控制问题往往导

致求解非线性两点边值问题,除最简单的特殊情形,

通常这一问题的解析解是不存在的[9 ]. 因此,研究非

线性互联大系统最优控制的近似方法是非常有意义

的课题.

本文的目的是研究一类形式上类似于文献 [ 5 ]

的仿射非线性相似组合大系统的最优控制问题. 首

先利用等价变换,将非线性相似组合大系统化为若

干个准解耦的等价子系统; 然后将非线性系统最优

控制的逐次逼近设计方法[9 ]用于非线性相似组合大

系统的最优控制设计. 首先利用该方法将求解高阶

耦合的非线性两点边值问题简化为求解一族解耦的

线性两点边值问题序列; 然后证明该线性两点边值

问题序列的解一致收敛于非线性互联动态大系统的

最优控制; 最后在最优控制律中截取共态向量序列

的有限逼近项,得到非线性互联大系统次优控制律.

仿真结果表明,本文提出的方法是有效的.

2　问题描述
　　考虑一类可分解为下列N 个子系统的仿射非

线性相似组合大系统:

zαi ( t) =

G (z ) z i ( t) + H (z ) uθ i ( t) +

∑
N

j= 1, j≠i

D (z ) z j ( t) + ∑
N

j= 1, j≠i

E (z ) uθ j ( t) , t > t0;

z i ( t0) = z i0, i = 1, 2,⋯,N . (1)

其中: z i ∈R n 和 uθ i ∈ R m 分别为状态向量和控制向

量; G ,D : C 1 (R N n) → 8 1 < R n×n; H , E : C 1 (R N n) → 8 1

< R n×m. 假设大系统 (1) 在所研究的区域内满足

L ip sch itz条件. 问题是要找到一个控制向量 uθ 使得
下列二次型性能指标极小化:

J =
1
2∑

N

i= 1
{z T

i ( tf ) Fϖiz i ( tf ) +∫
tf

t0

[z T
i ( t)Qϖiz i ( t) +

uθT
i ( t)Rϖiu

θ
i ( t) ]d t}, (2)

其中矩阵 Fϖi,Qϖi和Rϖi满足通常的状态调节器条件.

大系统 (1) 可表示为如下紧凑形式:

zα= Aϖ (z ) z + Bϖ (z ) uθ. (3)

其中

z = (z T
1 , z T

2 ,⋯, z T
N ) T , uθ = (uθT

1 , uθT
2 ,⋯, uθT

N ) T ,

Aϖ (z ) =

G (z ) D (z ) ⋯ D (z )

D (z ) G (z ) ⋯ D (z )

� � �
D (z ) D (z ) ⋯ G (z )

,

Bϖ (z ) =

H (z ) E (z ) ⋯ E (z )

E (z ) H (z ) ⋯ E (z )

� � �
E (z ) E (z ) ⋯ H (z )

.

　　对于式 (1) 或 (3) 描述的大系统,考虑N i×N i

阶非奇异常量矩阵

T i =

I i 0 ⋯ 0 I i

0 I i ⋯ 0 I i

� � � �
0 0 ⋯ I i I i

- I i - I i ⋯ - I i I i

, i = n ,m ,

(4)

其中 I i 为 i阶单位矩阵. 令 z = T nx , uθ = T m u ,则大

系统 (3) 等价于

xα= A (x ) x + B (x ) u. (5)

其中

A (x ) = T - 1
n Aϖ (T nx ) T n =

B lock - d iag{A 1 (x ) ,⋯,A 1 (x ) ,A N (x ) },

B (x ) = T - 1
n Bϖ (T nx ) T m =

B lock - d iag{B 1 (x ) ,⋯,B 1 (x ) ,B N (x ) }. (6)

并有

A 1 (x ) = G (z ) - D (z ) ,

A N (x ) = G (z ) + (N - 1)D (z ) ,

B 1 (x ) = H (z ) - E (z ) ,

B N (x ) = H (z ) + (N - 1) E (z ). (7)

大系统 (5) 可分解为如下N 个子系统:

xαi ( t) = A ix i ( t) + B iu i ( t) + f i (x , u i) ,

x i ( t0) = x i0, i = 1, 2,⋯,N . (8)

其中: x = (x T
1 , x T

2 ,⋯, x T
N ) T , uT = (uT

1 , uT
2 ,⋯, uT

N ) T ,

f i: C 1 (R N n ×R m ) →U i < R n ,而

A i = A 1 (0) ,B i = B 1 (0) , i = 1, 2,⋯,N - 1;

A N = A N (0) ,B N = B N (0). (9)

　　 经过上述简化, 大系统 (1) 关于二次型性能指

标 (2) 的最优控制问题, 可转化为寻求一个控制向

量 uθ = T m u 使得下列二次型性能指标极小化:

J =
1
2∑

N

i= 1
{x T

i ( tf ) F ix i ( tf ) +∫
tf

t0

[x T
i ( t)Q ix i ( t) +

uT
i ( t)R iu i ( t) ]d t}. (10)

其中: F i = T - 1
n FϖiT n ,Q i = T - 1

n QϖiT n , R i = T - 1
m RϖiT m.

众所周知, 由此问题的最优化的必要条件可导

出下列两点边值问题:

xαi ( t) = A x i ( t) - S iΚi ( t) + f i (x , u i) ,

　　　　　t0 < t≤ tf ;

- Καi ( t) = Q ix i ( t) + A T
i Κi ( t) + ∑

N

j= 1
Ρij Κj ( t) ,
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　　　　　t0 ≤ t < tf ;

x i ( t0) = x i0, Κi ( tf ) = F ix i ( tf ) ,

　　i = 1, 2,⋯,N - 1. (11)

其中: S i = B iR
- 1
i B T

i , Ρij = 5f T
i ö5x i. 系统的最优控制

uθ3 可描述为

u 3 ( t) = - R - 1B T (x ) Κ( t) ,

uθ3 ( t) = T m u 3 ( t). (12)

其中

R = B lock - d iag{R 1,⋯, R N },

Κ= [ΚT
1 ,⋯, ΚT

N ]T. (13)

方程 (11) 是由N 个具有非线性耦合的子问题构成

的N n 阶大规模两点边值问题. 对于一般的非线性

函数向量 f i,其解析解是不存在的. 另外, 由于互联

大系统通常具有高维数特点, 即使大规模互联非线

性两点边值问题 (11) 理论上可解,其计算工作量也

是不能容忍的. 因此,寻找求解非线性大规模互联两

点边值问题 (11) 近似解的有效方法是非常必要的.

3　预备知识
　　考虑如下可分解为N 个子系统的非线性互联

时变自治大系统:

xαi ( t) = G i ( t) x i ( t) + f i (x ) , t0 < t≤ tf ;

x i ( t0) = x i0, i = 1, 2,⋯,N . (14)

其中: x i∈R n i为状态向量, f i: C 1 (R N n i) →U i < R n i,

G i ( t) 为适当维数的连续时变矩阵. 假设大系统 (14)

在所研究的区域内满足L ip sch itz条件.

定义函数向量序列{x
(k )
i ( t) }为如下向量积分方

程族的解序列:

x
(0)
i ( t) = 5 i ( t, t0) x i ( t0) ,

x
(k )
i ( t) =

5 i ( t, t0) x i ( t0) +∫
t

0
5 i ( t, Σ) f i (x

(k - 1) (Σ) ) dΣ;

t0 < t≤ tf , i = 1, 2,⋯,N , k = 1, 2,⋯.

(15)

其中 5 i ( t, t0) 为时变矩阵G i ( t) 的状态转移矩阵.

引理 1　向量积分方程族 (15) 的解序列一致收

敛于时变非线性大系统 (14) 的解.

证明　将{x
(k )
i ( t) }视为CN [ t0, tf ]的一个序列,

由式 (15) 得

x
(1)
i ( t) - x

(0)
i ( t) =

∫
t

0
5 ( t, Σ) f i (x

(0) (Σ) ) dΣ. (16)

令 a = sup
t0≤t≤tf

‖5 i ( t, t0)‖, b = sup
t0≤t≤tf

‖x
(0) ( t)‖. 注

意到大系统 (14) 在所研究的区域内满足L ip sch itz

条件,即存在 c > 0, h > 0, 使得下列不等式成立:

‖f i (x )‖≤ c‖x‖,

‖f i (x ) - f i (y )‖≤ h‖x - y‖,

　　　　Π x < U , y ∈U. (17)

从而可得

‖x
(1)
i ( t) - x

(0)
i ( t)‖≤

∫
t

0
ac‖x

(0) (Σ)‖dΣ≤ abc∫
t

0
dΣ= ad c ( t - t0) ,

t0 < t≤ tf , i = 1, 2,⋯,N . (18)

又由式 (15) 和不等式 (17) 得

　‖x
(2)
i ( t) - x

(1)
i ( t)‖≤

　ah∫
t

0
‖x

(1) (Σ) - x
(0) (Σ)‖dΣ≤

　ah∑
N

j= 1∫
t

t0

‖x
(1)
j (Σ) - x

(0)
j (Σ)‖dΣ≤

　ah∑
N

j= 1∫
t

t0

abc ( t - t0) dΣ≤N a2bch
( t - t0) 2

2
,

　　　　t0 < t≤ tf , i = 1, 2,⋯,N . (19)

同理,可求得

‖x
(k )
i ( t) - x

(k - 1)
i ( t)‖≤N k- 1akbch k - 1 ( t - t0k )

k !
,

t0 < t≤ tf , i = 1, 2,⋯,N . (20)

当 k 充分大时,对任意的正整数M ,有

‖x
(k+ M )
i ( t) - x

(k - 1)
i ( t)‖≤

∑
k+ M

j= k

N j - 1a jbch j - 1 ( t - t0)
j !
≤

bc (N ah ( t - t0) ) k

N hk ! (1 + N ah ( t - t0) +

(N ah ( t - t0) ) 2

2!
+ ⋯ +

(N ah ( t - t0) )M

M ! ) ≤
bc (N ah ( t - t0) ) k

N hk ! ∑
∞

j= 0

(N ah ( t - t0) ) j

j !
=

bc (N ah ( t - t0) ) k

N hk !
eN ah ( t- t0) ,

t0 < t≤ tf , i = 1, 2,⋯,N .

从而,有lim
k→∞
‖x

(k+ M )
i ( t) - x

(k)
i ( t)‖= 0, ΠM > 0, t0

< t≤ tf , i = 1, 2,⋯,N . 即{x
(k )
i }是CN [ t0, tf ]中的

Cauchy序列,故该序列是一致收敛的. 因为M 是任

意的,所以这个序列的极限是大系统 (14) 的解. □

4　最优控制的逐次逼近过程
　　考虑下列线性两点边值问题族:

xα(k)
i ( t) = A ix

(k )
i ( t) - S iΚ(k )

i ( t) +

　　　　f i (x
(k- 1) , u

(k- 1)
i ) , t0 < t≤ tf ;

- Κ
õ

(k )
i ( t) = Q ix

(k)
i ( t) + A T

i Κ(k)
i ( t) +

　　　　　∑
N

j= 1
Ρ(k - 1)

ij Κ(k - 1)
j , t0 ≤ t < tf ;

x
(k)
i ( t0) = x i0, Κ(k)

i ( tf ) = F ix i ( tf ) ,

i = 1, 2,⋯,N , k = 1, 2,⋯. 　 (21)
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其中: f i (x
(0) , u

(0) ) = 0, Ρ(k- 1)
ij = [5f T

j ö5x i ]x i= x
(k- 1)
i

,

Κ(0)
i = 0. 并定义控制向量序列

　　　u
(k ) ( t) = - R - 1B T (x

(k ) ) Κ(k ) ( t) ,

　　　uθ (k ) ( t) = T m u
(k ) ( t) , t0 < t≤ tf ,

　　　　i = 1, 2,⋯,N , k = 1, 2,⋯. (22)

　　定理 1　满足线性两点边值问题族 (21) 的控

制向量序列 (22) 一致收敛于非线性大系统 (1) 关于

性能指标 (2) 的最优控制 uθ3 .

证明　先证明两点边值问题族 (21) 的可解性.

当 k = 1时,由式 (21) 可得

xα(1)
i ( t) = A ix

(1)
i ( t) - S iΚ(1)

i ( t) ;

- Κ
õ

(1)
i ( t) = Q ix

(1)
i ( t) + A T

i Κ(1)
i ( t) ,

　　　　t0 < t≤ tf ;

x
(1)
i ( t0) = x i0, Κ(1)

i ( tf ) = F ix i ( tf ) ,

　　　　i = 1, 2,⋯,N .

这是一个线性齐次两点边值问题. 众所周知, 令 Κ(1)
i

= P ix
(1)
i ,则 x

(1)
i 可由下列方程求解:

xα(1)
i ( t) = (A i - S iP i ( t) ) x

(1)
i ( t) , t0 < t≤ tf ;

x
(1)
i ( t0) = x i0, i = 1, 2,⋯,N .

其中P i是下列矩阵R icca ti微分方程的唯一正定解.

　　Pα
i ( t) + P i ( t)A i + A T

i P i ( t) -

　　P i ( t)S iP i ( t) + Q i = 0, t0 ≤ t < tf ;

　　P i ( tf ) = F i, i = 1, 2,⋯,N . (23)

由 x
(1)
i 可以方便地求出u

(1)
i , Κ(1)

i , f i (x
(1) , u

(1)
i ) 和Ρ(1)

ij .

假设在第 k - 1 次迭代时, 函数向量 x
(k- 1)
i ,

Κ(k - 1)
i 和 u

(k - 1)
i 已经求出. 由此, 可方便地求出

f i (x
(k- 1) , u

(k- 1)
i ) 和 Ρ(k- 1)

ij . 在第 k 次迭代时, 由式
(21) 得

- Κα(k )
i ( t) =

Q ix
(k)
i ( t) + A T

i Κ(k)
i ( t) + ∑

N

j= 1
Ρ(k- 1)

ij Κ(k- 1)
j ,

xα(k)
i ( t) =

A ix
(k)
i ( t) - S iΚ(k)

i ( t) + f i (x
(k - 1) , u

(k - 1) ) ,

x
(k)
i ( t0) = x i0, Κ(k)

i ( tf ) = F ix i ( tf ) ,

i = 1, 2,⋯,N . (24)

注意到 f i (x
(k - 1) , u3 (k- 1)

i ) , Κ(k- 1)
j 和 Ρ(k- 1)

ij 已知, 所以
式 (24) 是一个线性非齐次两点边值问题. 令

Κ(k )
i ( t) = P i ( t) x

(k)
i ( t) + g

(k)
i ( t) ,

i = 1, 2,⋯,N . (25)

则将式 (25) 代入 (24) ,得共态向量微分方程族和状

态向量微分方程族分别为

gα(k)
i ( t) =

(P i ( t)S i - A T
i ) g

(k )
i ( t) - P i ( t) f i (x

(k - 1) , u
(k - 1)
i ) -

∑
N

j = 1
Ρ(k- 1)

ij Κ(k- 1)
j , t0 ≤ t < tf ;

　g
(k)
i ( tf ) = 0, i = 1, 2,⋯,N , k = 1, 2,⋯. (26)

　xα(k)
i ( t) =

　 (A i - S iP i ( t) ) x
(k)
i ( t) - S ig

(k)
i ( t) +

　f i (x
(k- 1) , u

(k- 1)
i ) , t0 < t≤ tf ;

　x
(k)
i (0) = x i0, i = 1, 2,⋯,N , k = 1, 2,⋯. (27)

对微分方程 (26) 反向积分可求出g
(k )
i . 将g

(k )
i 代入式

(27) 可解出x
(k )
i ,从而由式 (22) 可求出u

(k )
i . 再由x

(k )
i

和u
(k)
i 可方便地求出Κ(k )

i , f i (x
(k) , u

(k)
i ) 和Ρ(k)

ij . 所以两

点边值问题族 (21) 是可解的.

下面证明两点边值问题族 (21) 解序列的一致

收敛性:

由引理 1知,当 k→∞时,状态向量微分方程族

(27) 和共态向量微分方程族 (26) 的解是一致收敛

的. 从而, 两点边值问题族 (21) 的解序列是一致收

敛的. 再由引理 1知,两点边值问题族 (21) 的解序列

一致收敛于大规模非线性互联两点边值问题 (11)

的解. 由式 (22) 知, {uθ (k ) } 也是一致收敛的, 且一致

收敛于非线性大系统 (1) 的最优控制 uθ3 ,即

u3 ( t) = lim
k→∞

u
(k ) ( t) =

- R - 1 lim
k→∞

B T (x
(k) ) [P ( t) x ( t) + g

(k ) ( t) ];

uθ3 ( t) = T m u3 ( t) , t0 ≤ t≤ tf. (28)

其中

P = B lock - d iag{P 1,⋯, P N },

g
(k) = [g

(k) T
1 ,⋯, g

(k ) T
N ]T. □

　　实际上无法求得 k→∞时该问题的解. 实际应

用中,可在式 (28) 中用 k = L 替代 k →∞,即将 g
(k )
i

和 5f T ö5 uθ (k ) 第L 次的结果近似为它的极限,从而得

到非线性大系统 (1) 关于性能指标 (2) 的次优控制

律

uθsL ( t) = uθ3 ( t) =

- T m R - 1B T (x
(L ) ) [P ( t) T - 1

n z ( t) + g
(L ) ( t) ],

t0 ≤ t≤ tf. (29)

　　注1　注意到式 (29) 中的 z 是 k→∞时的精确

解,只有 g
(L ) 和B T (x

(L ) ) 是用第L 次逼近的结果代

替它的极限 g 和B T (x ) , 因此该次优控制律 uθsL 比

uθ (L ) 更接近于最优控制 uθ3 .

注 2　在性能指标 (2) 中,当终端时间 tf 充分大

时,可以认为 tf →∞,因此该方法也适合于 tf →∞

的情形. 这时性能指标泛函 (2) 变为

J =
1
2∑

N

i= 1∫
∞

t0

[z T
i ( t)Qϖiz i ( t) + uθT

i ( t)Rϖiu
θ

i ( t) ]d t.

而矩阵R iccat i微分方程 (23) 变为矩阵R icca t i代数

方程 P iA i + A T
i P i - P iS iP i + Q i = 0, i = 1, 2,⋯,

N . 其中解 P i 是唯一的正定常量矩阵.
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(a)　状态向量 z 11　　　　　　　　　　 (b)　状态向量 z 12　　　　　　　　　　 (c)　状态向量 z 21

(d)　状态向量 z 22　　　　　　　　　　 (e)　控制向量 uθ1　　　　　　　　　 (f)　控制向量 uθ2

图 1　k = 1, 2, 3时系统的仿真曲线

5　实例仿真
　　考虑如下具有两个二阶子系统的非线性相似

组合大系统:

zα11

zα12

=
0 2

z 12 - 1 - 2

z 11

z 12

+

0 1 + z 11

0 - 1

z 21

z 22

+

0

2 + z 11

uθ1 +
0

1
uθ2,

zα21

zα22

=
0 2

z 12 - 1 - 2

z 21

z 22

+

0 1 + z 11

0 - 1

z 11

z 12

+

0

2 + z 11

uθ2 +
0

1
uθ1. (30)

性能指标为 J =
1
2∫
∞

0
(z 2

11 + z 2
12 + z 2

21 + z 2
22 + uθ2

1 +

uθ2
2) d t.

　　将模型简化为式 (8) 所示的形式,即

xα11

xα12

=
0 1

- 1 - 1

x 11

x 12

+

0

1 + x 11 + x 21

u 1 +

- x 11x 12 - x 12x 21

x 11x 12 + x 11x 22

,

xα21

xα22

=
0 3

- 1 - 3

x 21

x 22

+

0

3 + x 11 + x 21

u 2 +

x 11x 22 + x 21x 22

x 12x 21 + x 21x 22

.

性能指标可化为式 (10) 所示的形式,即

J =
1
2∫
∞

0
(x 2

11 + x 2
12 + x 2

21 + x 2
22 + u 2

1 + u 2
2) d t.

当 k = 1, 2, 3 时, uθ1, z 11, z 12, uθ2, z 21, z 22 的仿真结果

如图 1所示.

　　由图 1 可以看出, 迭代次数越多, 控制效果越

好. 经 3次迭代控制得到的相似组合大系统 (30) 的

性能指标分别为 J 1 = 1. 674 0, J 2 = 1. 387 9, J 3 =

1. 348 4. 显然, J 1 > J 2 > J 3. 如果取 Ε= 0. 05,则有

û (J 3 - J 2) öJ 3û =
õ

0. 029 3 < Ε, 即经过 3次迭代可

以达到控制精度要求. 从而可取 uθs3作为该相似组合

大系统的次优控制律.

6　结　　语
　　本文针对一类形式上类似于文献 [ 5 ]的仿射非

线性相似组合大系统,提出了一种最优控制律的逐

次逼近设计算法. 利用该算法将求解高阶耦合的非

线性两点边值问题简化为求解一族解耦的线性两点

边值问题序列. 证明了该线性两点边值问题序列的

解一致收敛于非线性互联动态大系统的最优控制,

并提出了基于系统控制精度的次优控制律的设计算

法. 进一步的研究是将本文算法应用于其他相似组

合大系统的最优控制律的近似设计.
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