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基于扩张状态观测器的混沌系统同步

祁荣宾, 罗秋滨, 冯汝鹏
(哈尔滨工业大学 控制科学与工程系, 黑龙江 哈尔滨 150001)

摘　要: 利用 n 阶驱动系统的标量输出信号及其连续的 n- 1阶导数作为状态变量,得到一个具有B runow sky规范

形式的 n 阶重构系统. 对该重构系统设计状态观测器,并将其作为响应系统. 此时只需传输由输出信号与其连续的 n

阶导数的线性组合构成的标量信号,便可实现混沌系统的同步. 当传输信号仅为标量输出信号时,还可通过对重构系

统设计扩张状态观测器,挖掘可测同步误差中所隐含的信息来实现混沌系统的同步. 对 Roβssler 系统的仿真证明了

该方法的有效性.
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Synchron iz ing chaos based on the extended sta te observer
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Abstract: A n n2o rder reconstructed system is designed in B runow sky canon ical fo rm by using a scalar ou tpu t signal

of n2o rder driving system and its successively n21 o rder derivatives to reconstruct sta te variab les. A state observer is

designed fo r the reconstructed system and regarded as the response system. Synch ron izing chao s is realized via on ly

transm itt ing scalar signal consist ing of ou tpu t signal and its successively n o rder derivatives. W hen the transm itted

signal is on ly scalar ou tpu t signal, synch ron izing chao s is realized via design ing the ex tended sta te observer fo r

reconstructed system and co llect ing the info rm ation w rapped in observab le synch ron izing erro r. T he sim ulation

resu lt of R o
¨

ssler system m anifests the effectiveness of th is m ethod.
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1　引　　言
　　在两个完全相同的混沌系统中,当它们的初始

条件有一微小差异时,两系统的运动轨迹在同一相

空间将会变得毫不相关. 因此,许多人认为混沌系统

要想达到同步似乎是完全不可能的. 然而 Peco ra 和

Carro ll[1 ]提出的驱动2响应同步方案改变了这一看
法,使得混沌同步的研究成为广泛关注的热点之一.

在众多同步方案中,基于观测器的同步方案将响应

系统设计成驱动系统的观测器形式,从而使得混沌

同步的设计更灵活、更系统. 但此方法要求驱动信号

包含驱动系统中所有的非线性项,甚至要求驱动系

统的所有状态变量都能观测到[2, 3 ]. 文献 [ 4, 5 ]中提

出的观测器同步方案,由于条件比较苛刻,实际混沌

系统很难满足. 文献[ 6～ 9 ]中分别给出了混沌系统

为连续和离散时的基于观测器的设计方法,但都要

求驱动系统中含有的非线性部分仅是输出的函数.

　　混沌的同步与保密通信密切相关,在响应端能

够使用的信息只有信道中传输的信号和响应端的可

测变量. 为了提高保密性能和节省信道资源,信道中

应尽量包含较少的发送信息资源并使用标量传输信

号.

　　针对上述同步观测器方法的局限性和满足保密

通信的要求,本文提出了基于重构系统的状态观测

器和扩张状态观测器实现混沌系统的同步. 采用该
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方法设计的响应系统不依赖于具体的驱动系统,具

有很大的灵活性,同时对驱动系统的标量输出信号

没有任何限制,可选择为任一状态变量或状态变量

的组合.

2　同步方法描述
　　考虑非线性自治系统

X
õ

= F (X ) ,

y = h (X ).
(1)

其中: X ∈R n为系统的状态变量; y ∈R 为系统的输

出变量; F : R n →R n , h: R n →R 均为光滑的函数.

　　 假设输出信号 y 及其连续的 n 阶导数已知,且

ûy
( i) ( t) û < M , Π t∈ [ 0,∞) ,M ∈R + , i = 1, 2,⋯,

n. 利用标量输出信号 y 和其连续的 n - 1阶导数重

构系统的状态,即

Z =

z 1

z 2

�
z n

=

y

yα

�
y

(n- 1)

=

h (X )

hα(X )

�
h

(n- 1) (X )

= H (X ) ,

(2)

于是得到具有B runow sky 规范形式的重构系统

zα1 = z 2,

zα2 = z 3,

�
zαn = y

(n).

(3)

2. 1　基于状态观测器实现混沌系统同步

　　 对重构系统 (3) 设计状态观测器, 并将其作为

响应系统

z
õ̂

1 = z
δ

2,

z
^
õ

2 = zδ3,

�

z
õ̂

n = y
(n) + k 1 (z 1 - z

δ
1) +

　 　 ⋯ + k n (z n - z
δ

n).

(4)

比较系统 (3) 与 (4) ,得到误差系统

eα1 = e2,

eα2 = e3,

�
eαn = - k 1e1 - ⋯ - k nen.

(5)

其中: ei = z
δ

i - z i = z
δ

i - y
( i- 1) , i = 1, 2,⋯, n.

　　应用线性系统稳定性理论可得如下定理:

　　定理 1　当 k 1,⋯, k n的选择使得特征方程Κn +

k nΚn- 1 + ⋯ + k 1 = 0的所有根都具有负实部时,误

差系统 (5) 是渐近稳定的,有ei→0,当 t→∞, i = 1,

2,⋯, n. 即状态观测器 (4) 实现了输出及其连续的 n

- 1阶导数的同步,有 z
δ

i → y
( i- 1) ,当 t→∞, i = 1,

2,⋯, n. 其中观测器 (4) 还可描述成如下形式:

z
õ̂

1 = z
õ̂

2,

z
õ̂

2 = zδ3,

�

z
õ̂

n = y
(n) + k 1y + ⋯ +

　 　 k ny
(n- 1) - k 1z

δ
1 - ⋯ - k nz

δ
n.

(6)

　　证明　令 e = [e1　⋯　en ]T ,于是式 (5) 可表

示为 eα= A e,其中

A =

0 1 ⋯ 0

� � �
0 0 ⋯ 1

- k 1 - k 2 ⋯ - k n

.

由线性系统稳定性理论可知, 误差系统 (5) 是渐近

稳定的,当且仅当A 阵的所有特征值都具有负实部,

即特征方程Κn + k nΚn- 1 + ⋯+ k 1 = 0的所有根都具

有负实部. □

2. 2　基于扩张状态观测器实现混沌系统同步

　　当观测器 (6) 中所需的输出变量的导数很难获

得时, 可根据扩张状态观测器的思想[10 ] , 将重构系

统 (3) 看作扩张系统;然后针对系统 (3) 设计扩张状

态观测器,并将其作为响应系统

z
õ̂

1 = z
δ

2 - Β1g 1 (z
δ

1 - z 1) ,

z
õ̂

2 = z
δ

3 - Β2g 2 (z
δ

1 - z 1) ,

�

z
õ̂

n = - Βng n (z
δ

1 - z 1).

(7)

其中参数[11 ]Βi和 g i (õ) 采用如下形式:

Βi = L iΚi, (8)

g i (z
δ

1 - z 1) = z
δ

1 - z 1. (9)

比较系统 (3) 与 (7) ,得到误差系统

eα1 = L e2 - L Κ1e1,

�
eαn = L en+ 1 - L Κne1,

eαn+ 1 = - y
(n) - L Κn+ 1e1.

(10)

令 ei = L n+ 1- i (z
δ

i - z i) , i = 1, 2,⋯, n + 1,即误差系

统为

eα= L A (Κ) e + B .

其中

A (Κ) =

- Κ1 1 ⋯ 0

� � �
- Κn 0 ⋯ 1

- Κn+ 1 0 ⋯ 0

,B =

0

�
0

- y
(n)

.

　　定理2　当Κi的选择使得多项式S (n) = sn+ 1 +

Κn+ 1sn + ⋯ + Κ1 = 0是H u rw itz稳定,增益L > 0且
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ûy
(n) ( t) û < M 是有界函数时,误差系统 (10) 是渐近

稳定的,有 ei → 0, t→∞. 这样系统 (7) 就能跟踪系

统 (3) 的状态 y , yα,⋯, y
(n- 1) , 即实现了驱动系统的

输出及其连续的n - 1阶导数的同步,有 zδi→ y
( i- 1) ,

当 t→∞, i = 1, 2,⋯, n.

　　证明　误差系统 (10) 的解为

e ( t) = eL A (Κ) te (0) +∫
t

0
eL A (Κ) ( t- Σ)

B dΣ,

显然,当 Κi 的选择使得多项式 S (n) = sn+ 1 + Κn+ 1sn

+ ⋯ + Κ1 = 0 是H u rw itz稳定的, 增益L > 0 且

ûy
(n) ( t) û < M 是有界函数时,误差系统 (10) 是渐近

稳定的,有 ei → 0, t→∞. □

　　 增益L 影响误差的收敛速率. 参数 Β1, Β2,⋯,

Βn+ 1 也可不按式 (8) 选取,而由经验直接给出. 函数

g i (z
δ

1 - z 1) 可选为

g i (z
δ

1 - z 1) = abs (z
δ

1 - z 1) a i sign (z
δ

1 - z 1).

(11)

其中:参数 a i 可根据经验灵活选择,一般选 a i > 0;

sign (õ) 为符号函数.

　　注 1　观测器 (6) 中所需的驱动信号 y
(n) + k 1y

+ ⋯ + k ny
(n- 1) 是标量信号,而扩张状态观测器 (7)

中所需的驱动信号 z 1 = y = h (X ) 仅为输出标量信

号,这对于将混沌同步用于保密通信特别重要,因为

这样可节省用于传送发送端状态变量的信道资源.

　　注 2　对于不同结构的驱动系统,或同一驱动

系统的不同标量输出,只要其驱动系统的阶数相同,

就可以用同一结构的状态观测器或扩张状态观测器

作为响应系统来实现同步. 因此, 即使驱动系统改

变,或可观测的标量输出改变,响应系统也不需要重

新设计.

　　注 3　输出信号 y 可以是任意指定的单个状态

变量或多个状态变量的线性或非线性组合形成的标

量信号.

　　注 4　当由坐标变换 (2) 可获得状态变量X 的

唯一解 X = H - 1 (Z ) 时,上述两个观测器还能实现

所有驱动系统的状态变量的同步.

3　仿真实例
　　作为本文理论的应用,本节研究具有确定物理

意义的Roβssler 混沌系统. 因篇幅有限, 在此只给出

基于扩张状态观测器的仿真结果.

　　考虑混沌系统

xα1 = - x 2 - x 3,

xα2 = x 1 + ax 2,

xα3 = x 1x 3 - bx 3 + c.

假定输出 y = x 2,定义重构 (扩张) 状态变量为 z 1 =

y = x 2, z 2 = yα= x 1 + ax 2, z 3 = yβ= ax 1 + (a2 -

1) x 2 - x 3,于是得到如下扩张系统及其观测器:

zα1 = z 2,

zα2 = z 3,

zα3 = Α( t) ;

z
õ̂

1 = zδ2 - Β1g 1 (z
δ

1 - z 1) ,

z
õ̂

2 = zδ3 - Β2g 2 (z
δ

1 - z 1) ,

z
õ̂

3 = - Β3g 3 (z
δ

1 - z 1).

　　Roβssler系统参数选择为 a = 0. 2, b = 5. 7, c =

0. 2. 取 Α( t) = y
(3). 驱动系统和响应系统的初值分

别为 x 1 = 2, x 2 = 2, x 3 = - 2; zδ1 = 0, zδ2 = 0, zδ3 =

0. 扩张状态观测器的参数形式如式 (8) 和 (9) ,具体

选择为Κ1 = 8, Κ2 = 12, Κ3 = 6,L = 10. 积分步长h =

0. 001.

　　根据重构状态变量时的坐标变换,有

xδ1 = zδ2 - azδ1,

xδ2 = zδ1,

xδ3 = - zδ1 + azδ2 - zδ3.

当 zδ1, zδ2, zδ3分别同步于 z 1, z 2, z 3时,由响应系统的状

态变量经坐标变换后得到的xδ1, xδ2, xδ3同步于驱动系

统的状态变量 x 1, x 2, x 3. 采用M atlab5. 1进行仿真,

仿真结果如图 1所示. 图中:实线代表驱动系统的状

态变量 x 1, x 2, x 3;虚线代表响应系统的状态变量 xδ1,

xδ2, xδ3. 从图中可见状态变量实现了同步.

图 1　Roβssler混沌系统状态变量的同步曲线
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　　以上两例的式 (3) 和式 (6) 表明:定平面折返控

制法是变结构控制,当相点位于区域D 1 时, 不对系

统施加控制,相点按原系统规律运动;当相点位于区

域D 2 时,改变系统结构,将原系统非线性项用一线

性项代替. 在混沌电路中, 采用电子开关进行切换,

这种控制较易实现.

5　结　　语
　　文献[ 2～ 4 ]阐述的混沌吸引子理论指出,混沌

系统的随机性主要在于其单向折返运动的不确定

性. 本文提出的定平面折返控制法对混沌系统的单

向折返运动进行控制,破坏其随机性,使系统稳定运

行于某些周期轨道. 该方法只需在折返平面对系统

状态方程中的一项进行切换,控制简单,电路实现也

较为方便. 混沌系统的仿真实验结果表明了该控制

方法的有效性.
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4　结　　论
　　本文提出了基于重构系统的观测器实现混沌系

统的同步方法, 其中驱动信号为标量信号. 仿真表

明,该方法不但能实现输出及其导数的同步,当满足

一定条件时,还可实现所有状态变量的同步.
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