
© 1994-2010 China Academic Journal Electronic Publishing House. All rights reserved.    http://www.cnki.net

第 20卷 第 1期
V o l. 20 N o. 1

　控　制　与　决　策
　Con trol and D ecision　

2005年 1月
　 Jan. 2005

　　文章编号: 100120920 (2005) 0120032204

不确定跳变系统鲁棒L 2-L ∞滤波

刘　飞
(江南大学 自动化研究所, 江苏 无锡 214122)

摘　要: 针对既有连续时间演化,又含M arkov事件驱动的一类混杂动态跳变系统,研究L 22L ∞性能指标下的鲁棒滤
波问题,只要系统遭受的外部干扰是能量有界的,便可保证一定的预设滤波误差峰值水平. 在有限时间域内定义 L 22
L ∞增益,利用随机稳定性分析获得了若干主要结果. 鲁棒滤波器的分析和设计, 不仅考虑了各模态下凸多面体形式

描述的动态系统参数不确定性, 更考虑了各模态间跳变转移概率的不确定性,使得滤波器对模态跳变机理具备了一

定的鲁棒性. 鲁棒滤波器的存在条件及设计方法可直接利用耦合线性矩阵不等式. 最后用数值示例对结果进行了验

证.
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Abstract: T he robust L 22L ∞ filtering p rob lem s are discussed fo r a class of M arkov jump system s w h ich invo lve bo th

tim e2evo lving and even t2driven m echan ism s. T he p redefined attenuation level of peak value of the filtering erro r can

be guaran teed fo r any bounded distu rbances. A cco rding to the defin it ion of L 22L ∞ gain index in tim e dom ain, the

analysis and design techn iques are fo rm ulated based on stochastic stab ility theo ry. W h ile the uncerta in param eters

are considered to belong to a convex compact set of po lytop ic, the jump ing transit ion p robab ilit ies are also assum ed

to belong to som e convex sets. T he ex istence condit ions and design m ethods depend on the so lu tions of coup led

LM I. A num erical examp le illustra tes the m ain resu lts.
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1　引　　言
　　近年来,国际上对跳变系统的研究日益增多,原

因是现代社会很多工程和经济领域中的动态系统

(制造系统、电力系统、网络通信以及经济系统等)可

抽象为跳变系统模型,这类系统在运行过程中常常

受到外部环境和内部结构等随机突变的影响. 因此,

研究跳变系统理论具有重要的理论意义和明确的实

践价值. 跳变模型是同时包含时间演化和事件驱动

两种动态机制的一类特殊混杂系统. 时间演化动态

可由常规的微分方程描述; 事件驱动机制一般由连

续时间离散状态的M arkov 过程描述. 最近,随着跳

变系统控制理论研究的深入,其滤波问题已引起了

人们的关注[1～ 4 ].

本文讨论的不确定线性跳变系统的滤波问题涉

及以下两个方面:

1) 一般滤波器的设计,在外部干扰统计特性已

知的条件下, 寻求滤波误差最小; 当统计特性未知

时,只要干扰的能量有界,常用的鲁棒L 22L 2 滤波器

可保证滤波误差的能量在一定范围内. 但在很多工

程应用中,往往对滤波误差的峰值有度量要求,此时

采用鲁棒L 22L ∞增益,可以保证滤波误差的峰值低

于一定水平.

2) 本文提出的滤波器设计方法,在使动态系统

对于不确定参数具备鲁棒性的同时,还应考虑各模

态间跳变转移概率的不确定性,使得滤波器对模态

跳变机理具备了一定的鲁棒性.
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2　系统描述
　　考虑一般线性M arkov 跳变系统

　　

xα( t) = A Η(r t) x ( t) + B Η(rt)w ( t) ,

y ( t) = C Η(rt) x ( t) + D Η(rt)w ( t) ,

　x ( t) = x 0, r t = r0, Π t = 0.

(1)

其中: rt 为系统的模态; x ( t) ∈ R n 为系统的状态向

量; y ( t) ∈ R p 为测量输出向量; w ( t) ∈L q
2 [ 0,∞)

为 平 方 可 积 的 外 部 输 入 向 量; Η =

[Η1　Η2　⋯　ΗL ]T ∈ R L 表示不确定参数向量;

A Η(r t) ,B Η(r t) , C Η(rt) ,D Η(r t) 为含参数不确定性的

增益矩阵,属于如下矩阵凸多面体集合:

5 (rt) = ∑
L

l= 1
Ηl [A l (rt) ,B l (r t) , C l (rt) ,

D l (r t) ],∑
L

l= 1
Ηl = 1, Ηl ≥ 0 . (2)

其中: A l (r t) ,B l (rt) , C l (rt) 和D l (rt) 为依赖于模态 rt

的适当维数的矩阵, l = 1,⋯,L ; r t 为随时间 t在有

限集合8 = {1, 2,⋯,N }中取值的M arkov过程, 其

跳变转移率矩阵为[Πv ( i, j ) ], i, j ∈ 8 ; Πv ( i, j ) 表示

从模态 i跳变到模态 j 的转移率. 假设跳变转移率并

不确切已知,只能给出一定的范围,即

[Πv ( i, 1) , Πv ( i, 2) ,⋯, Πv ( i,N ) ] =

∑
M

m = 1
vm [Πm ( i, 1) , Πm ( i, 2) ,⋯, Πm ( i,N ) ]. (3)

其中 v = [v 1⋯ vM ]T∈R M 是不确定参数向量,且满

足∑
M

m = 1
vm = 1, Π vm ≥0,即系统跳变转移概率属于如

下凸多面体:

( (r t = i) =

Co

[Π1 ( i, 1) , Π1 ( i, 2) ,⋯, Π1 ( i,N ) ]

�
[ΠM ( i, 1) , ΠM ( i, 2) ,⋯, ΠM ( i,N ) ]

. (4)

一般当 rt = i时,用A l i,B l i, C l i,D li 和 Πm ij (Π l = 1,

⋯,L , m = 1,⋯,M , i, j ∈ 8 ) 分别代表 A l (rt) ,

B l (rt) , C l (rt) ,D l (rt) 和 Πm ( i, j ). 下面给出的定义和

引理均建立在跳变系统随机稳定性定义[5 ] 的基础

上.

定义 1　在跳变系统增益矩阵和跳变转移概率

均含有不确定性的条件下, 若能够保持其随机稳定

性,则简称该跳变系统鲁棒稳定.

引理 1　跳变系统 (1) 是鲁棒稳定的, 如果存

在一组正定对称矩阵P i满足下列耦合矩阵不等式:

A T
liP i + P iA li + ∑

N

j= 1
Πm ijP j < 0, (5)

其中: Π l = 1,⋯,L , m = 1,⋯,M , i∈ 8.

　　证明　由文献[ 5 ]可知, 线性跳变系统 (1) 随

机稳定当且仅当存在一组正定对称矩阵 P i, i ∈ 8 ,

使得

A T
Η ( i) P i + P iA Η( i) + ∑

N

j= 1
Πv ( i, j ) P j < 0.

针对不确定性 5 (rt) , 考虑式 (2) ,上式等价于

∑
L

l= 1
Ηl A T

l ( i) P i + P iA l ( i) + ∑
N

j= 1
Πv ( i, j ) P j < 0.

从而可由A T
liP i + P iA li + ∑

N

j = 1
Πv ( i, j ) P j < 0来保证

其成立. 进一步针对不确定性 ( (rt) , 考虑式 (3) , 即

可由条件 (5) 保证. □

注 1　上述定义和引理对跳变系统稳定性结果

进行了推广, 同时考虑了各模态下系统参数不确定

性和各模态间跳变转移的不确定性两种情形. 显

然,M = 1即为只考虑系统参数含不确定性的鲁棒

稳定判据, 再令L = 1,则为一般跳变系统随机稳定

判据.

3　鲁棒L 2-L ∞滤波

3. 1　跳变系统鲁棒滤波

引入如下依赖于模态的时变滤波器:

xαF ( t) = FA (r t) x F ( t) + FB (r t) y ( t). (6)

这里假设 t时刻模态 r t可获得,而且滤波器与原跳变

系统同阶,即 x F ( t) ∈R n , FA (rt) 和FB (rt) 为滤波器

增益矩阵, 当 rt = i时,简写为 FA i, FB i. 定义滤波误

差为 e ( t) = x ( t) - x F ( t) ,由式 (1) 和 (6) ,设增广状

态为 xθ ( t) = [x T ( t)　eT ( t) ], 可得含有滤波误差的

增广跳变系统为

x
Η

( t) = AϖΗ(r t) xθ ( t) + BϖΗ(r t)w ( t) ,

z ( t) = CθΗ(rt) xθ ( t).
(7)

其中

AϖΗ(rt) =

A Η(r t) 0

A Η(rt) - FA (r t) - FB (rt)C Η(rt) FA (rt)
,

BϖΗ(rt) =
B Η(rt)

B Η(rt) - FB (r t)D Η(rt)
,

CθΗ(r t) = [ 0　I ]. (8)

　　定义 2　对于各模态下系统增益和模态间转移

概率均含有不确定性的可观跳变系统, 如果对于所

有初始状态 x 0, x F 0 和模态 r0 ∈ 8 ,有

lim
T→∞

E∫
T

0
‖x ( t) - x F ( t)‖2d tûx 0, x F 0, r0 < ∞,

(9)

则称式 (6) 为跳变系统的鲁棒滤波器.

引理 2　若增广系统 (7) 鲁棒稳定, 则鲁棒滤

波器 (6) 存在.

证明　由跳变鲁棒稳定性定义, 增广系统 (7)
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鲁棒稳定,则有

lim
T→∞

E∫
T

0
‖x ( t)‖2d tûx 0, r0 < ∞,

lim
T→∞

E∫
T

0
‖e ( t)‖2d tûe0, r0 < ∞,

从而满足定义 2. □

定理 1　式 (6) 为跳变系统 (1) 的一个鲁棒滤

波器, 如果对于所有 l = 1,⋯,L , m = 1,⋯,M 及 i

∈ 8 ,存在一组正定对称矩阵 P i,使得

A li 0

A li - FA i
- FB iC l i FA i

T

P i +

P i

A li 0

A li - FA i - FB iC l i FA i

+

∑
N

j = 1

Πm ijP j < 0. (10)

　　证明　对增广跳变系统应用引理1和引理2便

可直接证得. □

3. 2　L 2-L ∞滤波分析

对跳变系统, 引入L 22L ∞ 性能指标, 在任意能

量有界的输入干扰作用下, 以输出的峰值作为系统

对外部干扰衰减的一种度量. 在滤波问题中考虑

L 22L ∞性能指标, 可分析能量有界干扰输入信号对

滤波误差幅值的影响, 为高性能滤波器分析和设计

提供了一种方法. L 22L ∞增益是一个从L 2 [ 0,∞) 到

L ∞ [ 0, ∞) 的有界算子[6 ] , 根据数学上的严格定义,

即使是线性时不变系统, 其诱导范数的计算也极其

困难. 下面给出时域中的定义:

定义3　在初始模态 r0∈8 及零初始状态x 0 =

0 下, 对 于 任 意 时 间 T > 0, 当 外 部 输 入

∫
T

0
‖w ( t)‖2d t≤ 1时,跳变系统输出 z ( t) 的数学期

望的最大值 sup {E‖z (T )‖}称为系统的L 22L ∞性
能指标.

注 2　定义 3中‖õ‖表示向量的欧氏范数,

以此代替诱导L ∞范数.

注 3　对于本文滤波问题, 实际是将增广跳变

系统 (7) 中滤波误差最大幅值 sup {E‖e ( t)‖}作为

滤波器的L 22L ∞性能指标.

定义 4　滤波器 (6) 称为鲁棒L 22L ∞ 滤波器,

如果对于所有不确定性 5 (rt) 和 ( (rt) , 其增广跳变

系统 (7) 满足一定的L 22L ∞性能指标.

引理 3　给定任一常数Χ> 0,鲁棒L 22L ∞滤波
器满足性能指标水平 Χ,如果存在正定对称矩阵 P i,

i∈ 8 , 使得

　　AϖT
Η ( i) P i + P iA

ϖ
Η( i) + ∑

N

j= 1

Πv ( i, j ) P j +

　　P iB
ϖ

Η( i)BϖT
Η ( i) P i < 0, (11)

P i - Χ- 2CθT
Η ( i)CθΗ( i) > 0. (12)

　　证明　假设 1: P i ∈ R 2n×2n 为正定对称矩阵.

可选正定随机能量函数V (xθ, i) = xθTP ix
θ,沿增广跳

变系统 (7) 的轨迹,对其进行弱无穷小运算

A�V (xθ, i) =

xθT ( t) [AϖT
Η ( i) P i + P iA

ϖ
Η( i) +

∑
N

j= 1

Πv ( i, j ) P j ]xθ ( t) +

w T ( t)BϖT
Η ( i) P ix

θ ( t) + xθT ( t) P iB
ϖ

Η( i)w ( t).

　　假设 2: A�V (xθ, i) - w T ( t)w ( t) < 0. 对于非全

为零的向量[xθT ( t)　w T ( t) ]T ,通过矩阵 Schu r 补运

算, 式 (11) 可保证假设2成立. 另一方面,假设2中,

令w ( t) = 0,有A
�V (xθ, i) < 0,包含了增广跳变系统

随机稳定的条件. 进一步,在零初始条件 xθ0 = 0, r0

= i∈ 8 下,给定任意 T > 0,在 0→ T 区间上对假

设 2积分,有

E{V (xθ (T ) , rT ) } - V (xθ0, r0) =

E{V (xθ (T ) , rT ) } <

∫
T

0
w T ( t)w ( t) d t . (13)

考虑条件 (12) , 对于任意T > 0,保证了 z T (T ) z (T )

< Χ2xθT (T ) P ix
θ (T ) ;再结合式 (13) ,可有

E{‖z (T )‖2} <

E {Χ2xθT (T ) P ix
θ (T ) } =

Χ2E{V (xθ (T ) , i) } <

Χ2∫
T

0
w T ( t)w ( t) d t < Χ2, (14)

即 sup {E‖z ( t)‖} < Χ. □
定理 2　式 (6) 为跳变系统 (1) 的一个具有指

标水平 Χ的鲁棒L 22L ∞ 滤波器, 如果对于所有 l =

1,⋯,L , m = 1,⋯,M 及 i∈ 8 ,存在一组正定对称

矩阵 P i,使得

AϖT
l iP i + P iA

ϖ
li + ∑

N

j= 1
Πm ijP j 3

BϖT
liP i - I

< 0, (15)

P i 3
Cθ l i Χ2 I

> 0. (16)

　　证明　考虑式 (8) ,结合矩阵Schu r补计算, 引

理 3中式 (11) 等效为

∑
M

m = 1
vm∑

L

l= 1
Ηl

A T
l ( i) P i + P iA l ( i) +

∑
N

j= 1
Πm ( i, j ) P j

3

B T
l ( i) P i - I

< 0.

(17)

显然,式 (17) 关于不确定性 5 (rt) 和 ( (rt) 的参数向
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量Η和 v是仿射线性的. 采用类似于引理1 中的方法

即可证明式 (15) 保证 (17) 成立; 而式 (16) 与 (12)

等效是显然的. □

4　滤波器设计
　　在上节滤波器分析的基础上,通过一定的矩阵

变量变换, 可以获得基于线性矩阵不等式 (LM I) 的

设计方法.

定理3　如果下列耦合LM I关于正定对称矩阵

R i, S i 及矩阵U i,W i 有解, 则存在鲁棒滤波器 (6) ,

且 FA i = S - 1
i U i, FB i = S - 1

i W i,

H 11 3
H 12 H 22

< 0, (18)

其中

H 11 = R iA li + A T
l iR i + ∑

N

j= 1
Πm ijR j ,

H 12 = S iA l i - U i - W iC l i,

H 22 = U i + U T
i + ∑

N

j = 1

Πm ijS j ,

Π l = 1,⋯,L , m = 1,⋯,M , i∈ 8.

　　证明　利用定理 1,不妨令P i = diag{R i, S i}.

其中: R i = R T
i > 0, S i = S T

i > 0. 代入式 (10) ,整理后

令U i = S iFA i,W i = S iFB i,得等价式 (18). □

注 4　作为一种构造性设计方法,在定理 3的

证明中利用了定理 1,正定对称矩阵 P i 选用了对角

阵, 使得设计过程较为简洁. 一般而言, 这将引入

一定的保守性. 一种克服保守性的可能方法是 P i 采

用全矩阵,在此基础上再利用定理 1或定理 2. 显然

这样会使得滤波器求解的形式变得较为繁琐. 这方

面研究尚有待于进一步深入.

定理 4　对于跳变系统 (1) ,给定性能指标水平

Χ> 0,其形如式 (6) 的鲁棒L 22L ∞ 滤波器设计取决
于下列一组耦合LM I的解矩阵 R i, S i,U i 和W i, 且

FA i
= S - 1

i U i, FB i = S - 1
i W i.

H 11 3 3
H 12 H 22 3

B T
l iR i B T

l iR i - D T
liW

T
i - I

< 0, (19)

R i 3 3
0 S i 3
0 I Χ2 I

> 0. (20)

　　证明　利用定理 2, 其余过程同定理 3 的证

明. □

注 5　比较定理 3和定理 4,鲁棒L 22L ∞滤波器
存在的条件隐含了增广系统鲁棒稳定这一必要条

件.

在定理 4的基础上, 进一步可设计所谓最优保

L 22L ∞ 性能滤波器, 即在一定的干扰输入下, 使滤

波误差峰值的水平上界最小.

推论 1　求解如下LM I优化问题,可获得最优

保L 22L ∞性能滤波器
m in im ize
R i, S i,U i,W i, Χ2

Χ2, s. t. 式 (19) , (20).

　　数值示例　设跳变系统 (1) 中各矩阵如下:

模态 1:

A 11 =
- 2 0. 1

0 - 1
,A 21 =

- 1 0

0 - 0. 5
,

B 11 =
0. 5

0. 1
,B 21 =

0. 5

0. 5
, C 11 = [ 1　1 ],

C 21 = [ 1　0. 5 ],D 11 = 0. 2,D 21 = 0. 5.

　　模态 2:

A 12 =
- 2. 5 0

0. 1 - 2. 1
,

A 22 =
- 1. 5 0

0. 1 - 1. 5
,

B 12 =
0

- 0. 2
,B 22 =

0

- 0. 1
,

C 12 = [ 0　0. 7 ], C 22 = [ 0　1 ],

D 12 = 0. 5,D 22 = 0. 9.

模态间跳变转移概率属于

( (r t) = Co
- 3 3

2 - 2

- 5 5

1 - 1
,

期望的L 22L ∞ 滤波指标为 1. 应用定理 4, 则鲁棒时

变滤波器为

FA 1 =
- 1. 104 2 0. 032 1

- 0. 322 2 - 0. 683 6
,

FB 1 =
0. 176 6

0. 401 8
;

FA 2 =
- 1. 165 5 0. 006 8

- 0. 010 1 - 0. 937 3
,

FB 2 =
- 0. 001 4

- 0. 433 8
.

若应用推论 1, 可得最优保L 22L ∞ 性能滤波器指标
为 Χ= 0. 126 8. 此时滤波器为

FA 1 =
- 3. 070 9 - 0. 961 4

- 0. 703 0 - 1. 621 9
,

FB 1 =
1. 481 0

0. 961 9
;

FA 2 =
- 1. 887 2 - 0. 065 0

- 0. 140 5 - 1. 527 6
,

FB 2 =
0. 040 9

- 0. 164 8
.
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表 3　基于约束处理的粒子群优化算法收敛过程

迭代次数
包络圆半

径ömm

不 平 衡

量ö(g. mm )
可行率

曾 经

可行率

5 000 32. 351 0 0. 724 19 0. 04 0. 15

5 500 32. 337 8 0. 002 410 0. 11 0. 19

6 000 32. 310 8 0. 003 786 0. 12 0. 22

6 500 32. 309 2 0. 000 159 0. 14 0. 22

7 000 32. 309 0 0. 000 882 0. 2 0. 22

7 500 32. 308 9 0. 001 318 0. 16 0. 23

8 000 32. 308 8 0. 000 117 0. 18 0. 23

8 500 32. 308 8 0. 000 117 0. 2 0. 24

9 000 32. 308 8 0. 001 099 0. 18 0. 24

9 500 32. 308 7 0. 000 185 0. 21 0. 26

10 000 32. 308 7 0. 000 176 0. 21 0. 26

7　结　　语
　　本文研究了基于粒子群优化的约束布局优化算

法,提出了适合 PSO 优化机理的约束处理机制. 无

需保证初始解集中存在可行解,基于该约束处理机

制的 PSO 算法便可有效处理等式与不等式、线性及

非线性约束. 此外,通过与直接搜索混合,使得算法

具有较强的局部搜索能力. 通过实例,对本文算法与

乘子法以及基于 GA 的布局优化方法进行了分析比

较,仿真结果验证了该算法的有效性. 结合本文提出

的约束处理和局部搜索, PSO 算法可作为通用的非

线性约束优化方法应用于其他可抽象为非线性规划

模型的工程优化问题.
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5　结　　语
　　对于含两类动态机制的M arkov 跳变系统, 在

随机稳定性分析的基础上,给出了L 22L ∞性能指标
下的鲁棒滤波器分析与综合结果. 其鲁棒性不仅是

针对各模态下系统参数的不确定性, 而且考虑了模

态间跳变转移概率的不确定性,使得滤波器对模态

跳变机理具备一定的鲁棒性. 数值示例说明了本文

结果的有效性.
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