
第 20卷 第 10期
V o l. 20 N o. 10

　控　制　与　决　策
　Con trol and D ecision　

2005年 10月
　　O ct. 2005

　　收稿日期: 2004210227; 修回日期: 2005201224.

　　基金项目: 哈尔滨工业大学重点学科建设基金项目 (54100179).

　　作者简介: 刘彦文 (1976- ) ,女,河北辛集人,博士生,从事采样系统和鲁棒控制系统设计的研究; 王广雄 (1933- ) ,

男,上海人,教授,博士生导师,从事H ∞控制理论及应用、控制系统的鲁棒设计等研究.

　　文章编号: 100120920 (2005) 1021133204

采样系统的频率响应和L 2诱导范数

刘彦文, 王广雄, 何　朕
(哈尔滨工业大学 控制科学与工程系, 哈尔滨 150001)

摘　要: 提升技术已成为采样系统设计的主要工具,但提升变换不能保证频率响应不变,故不适用于加权 (函数) H ∞

设计. 为此,针对采样控制系统的结构特点,将频率响应分为两个通道进行计算. 采用经典的采样系统理论,既可以得

到频率响应,又可以求得采样系统的L 2 诱导范数. 方法简单直观,物理概念清楚.
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Abstract: It is po in ted ou t that the lift ing techn ique is no t su itab le fo r H ∞ syn thesis w ith w eigh ting functions of

samp led2data system s. A cco rding to the specia l structu re of the samp led2data con tro l system , the signal channel is

really compo sed of tw o parts: A con tinuous2t im e part and a discrete2t im e one. So the frequency response can be

ob tained via the classical samp led2data theo ry, and the L 22induced no rm of the system can be ob tained as w ell. T h is

m ethod is simp le, in tu it ive, and w ith clear physical m ean ings.
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1　引　　言
　　采样控制系统中的对象是连续的,因此系统的

性能分析应知道连续的输入输出信号之间的关系,

为此要求采用提升方法. 提升是一种变换,能够保证

提升前后的范数不变,可用来计算采样系统的L 2 诱

导范数[1 ]. 目前,提升方法已成为采样控制系统分析

和设计的主要工具. 提升技术计算复杂,而且变换前

后失去了原问题的物理意义 (输入输出的维数都有

变化) ,所以自提出以来一直在进行完善. 这方面的

工作可归纳为以下 3个方向:

　　1) 基于文献 [ 1 ]的时间域提升的概念,对计算

过程进行简化和扩大处理的范围[2, 3 ];

　　2) 先计算提升系统的频率响应,然后从频率响

应求取系统的L 2 诱导范数[4～ 7 ];

　　3)频域提升[8, 9 ] ,用频域提升法直接算出提升后

的频率响应,然后求采样系统的L 2 诱导范数.

　　经过近 10 年的发展, 这几个方向都已比较完

善,也有了相应的算法. 但这些工作都只着眼于提升

算法的完善, 似乎只要变换后范数等价, 就可用于

H ∞设计. 其实不然, H ∞设计是加权设计,是利用权

函数对闭环系统的频率特性进行成形 (Shap ing) ,设

计中H ∞ 范数虽然是设计指标, 但实质上要根据范

数等于 1来达到对频率特性成形的设计目的. 上述

各提升方法都只是保证变换前后范数等价, 并不能

保证变换前后的频率特性相等. 因此,当将提升法应

用于加权H ∞优化设计时将达不到所要求的频率成



形的目的[12 ].

　　本文摒弃了提升的概念,提出一种新的计算频

率响应的方法, 既给出了采样系统的L 2 诱导范数,

同时给出了具有明确物理意义的频率特性, 这样可

进一步用于采样系统的H ∞设计.

2　频率响应的直接计算
　　下面先通过一具体问题说明方法的实质,然后

推广到一般情形. 图 1 所示是一采样控制系统的扰

动抑制问题. 图中: P 为对象, H 为保持器, S 为采样

器, K d 为数字控制器, K d 前后的开关是强调控制器

前后的信号都是离散的, F 为抗混叠滤波器 (低通滤

波器). 现在要计算的是从扰动信号w 到输出 z 的系

统的扰动抑制特性.

图 1　采样控制系统的扰动抑制问题

　　为便于说明问题,这里将系统看成算子T ,将w

到 z 看成从L 2信号到L 2信号的映射. 结合图1,该算

子 T 形式上可写成[10 ]

T = P - PH K d ( I + S F PH K d ) - 1S F P. (1)

　　式 (1) 表明,采样系统的响应由两部分组成,右

侧的第 1项 P 表示有一部分信号是直通的,并未经

过采样, 是连续系统的响应; 第 2 项则是经过采样

的,经典的采样控制理论应该完全适用. 这种由两部

分频率特性分别计算并相加的观点, 就是本文方法

与现在流行的提升变换的根本区别.

　　下面推导具体的计算关系式时要用到一些标

准的表示式: 用 3 号表示采样信号; Y 3 (s) 表示采

样信号的拉氏变换,即

Y 3 (s) =
1
T ∑
∞

k= - ∞
Y (s + jkΞs) , (2)

Y 3 ( jΞ) 表示其频谱, T 为采样时间.

　　图 1中各信号的变换式如下 (在不需特殊表明

时,文中仅用大写字母表示拉氏变换或频谱) :

Z (s) = P (s)W (s) + P (s)H (s)U 3 (s) , (3)

Y 3 (s) =

(F PW ) 3 (s) + (F PH ) 3 (s)U 3 (s) , (4)

U 3 (s) = - K 3
d (s) Y 3 (s). (5)

式中: K d 为数字控制器, H 为保持器,即

H (s) = (1 - e- T s) ös. (6)

式 (4) 中括号内的部分表示相乘后再离散化, 例如

输入信号w 到 P 再到 F 之间没有采样开关,所以应

将这 3 个拉氏变换ö传递函数乘到一起后再离散
化,表示为 (F PW ) 3 .

　　根据式 (3)～ (5) ,可得输出信号的拉氏变换式

Z = PW - PH
K 3

d (F PW ) 3

1 + K 3
d (F PH ).

(7)

　　下面计算系统的频率响应. 设输入信号是一正

弦函数w ( t) = exp ( jΞ0 t) [5 ]. 这种函数也称为复数正

弦 (p haso r) ,其频谱为

W ( jΞ) = 2Π∆(Ξ - Ξ0). (8)

所以根据式 (2) ,可将 (F PW ) 3 的频谱整理如下[11 ]:

(F PW ) 3 =
1
T ∑
∞

k= - ∞
F ( jΞ - jkΞs) P ( jΞ -

jkΞs) 2Π∆(Ξ - Ξ0 - kΞs).

因为输入信号的频率 Ξ0 小于 Ξsö2, 而 F 为低通滤

波, 故信号 (F PW ) 3 的频谱并没有重叠, 它在主频

段的谱就在 Ξ0 上,即

(F PW ) 3 =
1
T

F ( jΞ0) P ( jΞ0) 2Π∆(Ξ - Ξ0). (9)

式 (9) 表明, (F PW ) 3 也是一个正弦信号,其频谱等

于输入正弦信号的频谱乘以相应的传递函数

F ( jΞ0) P ( jΞ0) öT ,因此可将式 (9) 写成

(F PW ) 3 =
1
T

F PW . (10)

当然,式 (10) 只对正弦输入有效.

　　将式 (10) 代入 (7) ,整理得

Z = PW - P
K 3

d ( 1
T

F PH )
1 + K 3

d (F PH ) 3 W =

　　 (P - P
K 3

d (F PH ) 3

1 + K 3
d (F PH ) 3 )W . (11)

式 (11) 的第 2个等式是因为系统中存在抗混叠滤波

器F ,当 ûΞû > Ξsö2时 ûF PH û = 0,即频率特性没有

重叠. 因此根据式 (2) ,对于Ξ< Ξsö2的正弦输入,有

(F PH ) 3 =
1
T

F PH .

如果换成通用的广义对象的符号,则式 (11) 可写成

　Z = (G 11 + G 12K 3
d ( I - G 3

22K 3
d ) - 1G 3

21)W , (12)

或改用现有文献中通用的符号,用脚标 d 表示相应

的离散化传递函数,则式 (12) 可写成

　Z = (G 11 + G 12K d ( I - G 22d K d ) - 1G 21d )W . (13)

式 (13) 表明,采样控制系统的频率响应可根据如下

线性分式关系 F (G , K d ) 进行计算:

Z = F (G , K d )W , (14)

式中

G =
G 11 ( jΞ) G 12 ( jΞ)

G 21d (e jΞT ) G 22d (e jΞT )
. (15)

　　式 (14) 和 (15) 表明,采样系统的频率响应可根

据传递函数和离散化传递函数直接算得, 频率响应

的幅值最大值就是采样系统的 L 2 诱导范数[9 ]. 于
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是,在计算系统频率响应的同时, 也得到了L 2 诱导

范数. 该方法比通过提升计算简单直观、易于掌握.

　　当然,该方法的唯一一个限制是要求系统中有

合适的抗混叠滤波器, 但这对实际的采样控制系统

而言是都能够满足的.

3　算　　例
　　设图 1中对象 P 和滤波器 F 为

P (s) =
20 - s

(5s + 1) (s + 20) ,

F (s) =
25Π2

(s + 5Π) 2 ,

并取控制器 K d 为

K d (z ) =
8. 386 8 (z - 0. 918) (z - 0. 124 6)

(z - 0. 999 8) (z + 0. 073 44) .

　　取采样周期Σ= 0. 1 s,根据式 (11) 可计算出采

样系统的频率响应如图 2 所示. 频率响应上的峰值

就是该采样系统的 L 2 诱导范数, 为 0. 172 9 (等于

215. 244 dB ). 为了进行比较,用文献[ 1 ]的提升法计

算系统的L 2诱导范数,也是 0. 172 9,与根据式 (11)

算出的频率响应的最大幅值相同 (计算过程略).

图 2　采样系统的频率响应

　　下面观察正弦输入下的输出. 一般说, 采样系

统是时变周期性系统,如果输入正弦信号,则其输出

响应是非平稳的[5 ]. 这个概念对“全采样”系统而言

是对的, 而对这里的采样控制问题 (见图 1 和式

(13) ) , 有一个主要的信号通道没有经过采样, 所以

系统的输出并不总呈现时变特性,尤其是低频段 (此

时误差信号较小) , 系统的响应呈现出平稳的

(Sta t ionary) 特性. 图 3所示是本例中正弦频率高达

Ξ = 0. 628 radös时的输出响应曲线,与一般的时不

变系统的响应一样,看不出有时变特性. 对于本例的

扰动抑制问题,峰值频率对应于系统过 0 dB 线的频

率 Ξc,因为那时回路增益已衰减到 1, 误差最大. 本

例中峰值频率为 1. 3 radös (见图 2) ,故图 3 的信号

频率 0. 628 radös对该系统而言已相当高了,覆盖了

决定系统性能 (Perfo rm ance) 的整个低频段. 也就是

说,在反映系统性能的频段上,这个采样系统呈现出

时不变系统的特性. 从图 3 可读得正弦的幅值为

0. 110 8. 因为输入正弦的幅值为 1, 所以输出与输

入之比为 0. 110 8. 而根据式 (11) 算得的频率响应

(图 2) 在 Ξ = 0. 628处的读数为 0. 110 7 (- 19. 117

dB ,图中标 + 号的点) ,可见所算得的频率响应与实

际正弦输入下的响应在低频段是一致的, 是可以实

验测定和验证的. 所以本文所计算的频率响应具有

明确的物理意义.

图 3　Ξ = 0. 2Π时的频率响应

　　图3的响应曲线是用Sim u link混合仿真所得的

曲线. 仿真时对象P 和滤波器F 都是连续的环节,控

制器是离散的.

4　结　　论
　　采样系统的提升方法在理论上虽然发展得比

较完备,但该方法是将整个系统当作“全采样”的系

统来处理的,而实际上的采样控制系统 (图 1) , 连续

信号的一个主要通道是直通的,并不经过采样. 基于

这个观点分析采样系统既简单、物理概念又很清楚,

既可得到系统的频率响应、又可很容易地得到L 2 诱

导范数,因而可进一步用于H ∞ 加权 (函数) 的优化

设计.
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