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单输入单输出切换系统的一致标准形及可镇定性
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摘　要: 提出单输入单输出非线性切换系统的一致标准形概念,这一概念是非线性系统标准形概念的自然推广. 给

出了一致标准形存在的几何条件和所需的坐标变换,并利用一致标准形分析了非线性切换系统在任意切换下二次可

镇定的条件. 仿真算例表明了该方法的有效性.
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Abstract: A unifo rm no rm al fo rm of single2inpu t single2outpu t sw itched non linear system s is p resen ted, w h ich

generalizes the no tion of no rm al fo rm of non linear system s. A geom etric condit ion fo r the ex istence of the un ifo rm

no rm al fo rm and co rresponding coo rdinate transfo rm ation are derived. W ith the help of the un ifo rm no rm al fo rm ,

condit ions fo r quadratic stab ilizab ility of sw itched non linear system s under arb itrary sw itch ing are analyzed. A

sim ulation examp le show s the effectiveness of the given stra tegy.
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1　引　　言
　　切换系统由一组连续子系统以及协调子系统间

切换的切换规则组成. 连续动态和离散动态之间的

相互作用使得切换系统呈现出较为丰富和复杂的行

为方式. 在稳定的子系统间进行切换可能引起不稳

定, 故切换系统在任意切换下的稳定性是一个非常

理想的系统性能指标. 因为可不必担心由于切换信

号的变更而影响稳定性, 进而考虑系统的其他性能

指标.

子系统存在共同L yapunov 函数可以保证切换

系统在任意切换下的稳定性[1 ]. 对于线性切换系

统, 人们将构造共同L yapunov 函数的问题归结为

求解线性矩阵不等式的问题[2, 3 ] ,但它们不适于处理

子系统个数多且维数高的情形. 文献[ 3 ]的方法易于

实现,但只适合二维情形. 文献 [ 4 ]利用幂零与可解

的李代数条件来保证线性切换系统各子系统同时上

三角化,进而拥有共同L yapunov 函数. 对于一般非

线性切换系统,很难构造共同L yapunov 函数,子系

统间的可交换关系在构造共同L yapunov 函数时发

挥着重要作用[5 ]. 文献 [ 6 ]利用系统的特殊结构讨

论了三角结构切换系统的相应问题. 另一方面,关于



带有连续控制变量的非线性切换系统镇定方面的结

果并不多见[7～ 9 ],这主要是由于非线性、连续控制量

和离散切换信号并存且相互作用所引起的复杂性所

致. 用几何方法建立的非线性系统标准形是研究非

线性系统的有力工具[10 ]. 对于非线性切换系统,虽

然各子系统可分别建立标准形,但一般不在同一坐

标框架下,这很难进行分析. 文献 [ 7 ]在各子系统具

有相同相关度和由此导出的坐标变换相同的假设

下,研究了非线性切换系统的镇定问题.

本文利用微分几何方法,提出非线性切换系统

的一致标准形概念,并研究其镇定问题. 首先提出

非线性切换系统一致标准形的概念,这一概念是一

般非线性系统标准形概念的自然推广; 然后讨论如

何将非线性切换系统通过非线性坐标变换转换成一

致标准形问题,给出了一致标准形存在的几何条件,

这样便将各子系统纳入了同一坐标框架下且均具有

标准形, 将非线性切换系统分解成了线性和较低维

的非线性两部分,从而更便于非线性切换系统的研

究; 最后利用一致标准形导出非线性切换系统在任

意切换下二次可镇定的条件. 这里指出与文献 [ 7 ]

的几点差别:文献[ 7 ]要求一致标准形中非线性部分

不含有控制输入, 而本文无此限制; 文献[ 7 ]借助一

致标准形讨论非线性切换系统在某一切换律下的可

镇定性,条件是一致标准形中的非线性部分满足输

入对状态稳定 ( ISS) ,并未分析如何由非线性切换系

统转化成一致标准形,而本文借助一致标准形讨论

非线性切换系统在任意切换下的可镇定问题,条件

是一致标准形的零动态稳定, 该条件弱于文献 [ 7 ]

中的 ISS, 而且本文给出了由非线性切换系统转化

成一致标准形的条件.

2　非线性切换系统的一致标准形
　　考虑以下系统:

xα= f i (x ) + g i (x ) u i, y = h (x ) ,

i = 1,⋯,m . (1)

其中: x ∈R n表示状态向量; u i∈R ; f i, g i为光滑向

量函数; f i (x 0) = 0, i = 1,⋯,m ; h (x ) 为光滑纯量

函数; 指标 i为切换信号. 本文始终设平衡点 x 0 =

0. 记 Ν= (z 1,⋯, z r) T , Γ = (z r+ 1,⋯, z n) T , I 为单位

矩阵.

首先将 (非切换) 系统标准形概念[10 ] 推广到非

线性切换系统.

定义 1　若在 x 0 的某邻域内存在坐标变换, z

= <(x ) = (<1 (x ) ,⋯, <n (x ) ) T , 其中 <(x 0) = 0,

5<ö5x û x 0≠ 0, 使得在 z 坐标下,切换系统 (1) 呈以下

形式:

zα1 = z 2

�
zαr- 1 = z r,

zαr = bi (z ) + a i (z ) u i,

zαr+ 1 = q i r+ 1 (z ) + p i r+ 1 (z ) u i,

�
zαn = q in (z ) + p in (z ) u i,

y = z 1,

i = 1,⋯,m ,

(2)

且 a i (<(x 0) ) ≠ 0, i = 1,⋯,m ,则称式 (2) 是 (1) 的

一致标准形.

由以上概念易知, 式 (1) 的各子系统具有相同

的相关度是式 (1) 转化成一致标准形的必要条件.

但各子系统具有相同的相关度, 式 (1) 却不一定有

一致标准形, 这是因为各子系统不一定存在共同的

坐标变换.

下面给出一致标准形存在的条件:

条件 1　1) 在 x 0 的某邻域内, 满足 g i (x ) ,

f i (x ) - f j (x ) ∈ (span{dh , dL f 1h ,⋯, dL r- 2
f 1 h}) ⊥,

Π i, j ∈ {1,⋯,m }, i≠ j; 2) L g i
L r- 1

f 1 h (x 0) ≠ 0, i =

1,⋯,m .

命题 1　条件 1是切换系统 (1) 存在一致标准

形 (2) 的充分条件.

证明　由于Π i∈{1,⋯,m },有 f i (x ) - f j (x )

∈ (sp an{dh , dL f 1h ,⋯, dL r- 2
f 1 h}) ⊥,故有

L f i
h = L f 1h ,

L 2
f i

h = L f i
L f 1h = L 2

f 1h ,

�
L r- 1

f i
h = L f i

L r- 2
f i

h = L f 1L
r- 2
f 1 h = L r- 1

f 1 h.

又 g i (x ) ∈ (span{dh , dL f 1h ,⋯, dL r- 2
f 1 h}) ⊥,有

L g i
L k

f i
h (x ) = L g i

L k
f 1h (x ) = 0, 0≤ k ≤ r - 2,

由条件 1中 2) 得

L g 1L
r- 1
f i

h (x 0) = L g i
L r- 1

f 1 h (x 0) ≠ 0,

故各子系统均有共同的相关度 r. 由文献 [ 10 ] 知,

dh (x 0) , dL f 1h (x 0) ,⋯, dL r- 1
f 1 h (x 0) 线性无关,则

z 1 = <1 (x ) = h (x ) ,

z 2 = <2 (x ) = L f 1h (x ) ,

�
z r = <r (x ) = L r- 1

f 1 h (x )

成为构造各子系统标准形的前 r个坐标变换函数.

补充其余的 n - r 个坐标变换函数 <r+ 1 (x ) ,⋯,

<n (x ) ,则在 z 坐标下, 切换系统 (1) 呈一致标准形

(2). □

注 1　与一般非线性系统标准形不同,式 (2) 中
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的 p i, r+ 1,⋯, p in 不一定等于零, 这是由于不一定能

选择到 <r+ 1 (x ) ,⋯, <n (x ) ,使

L g i
<j = 0, i = 1,⋯,m , j = r + 1,⋯, n.

3　任意切换下的二次可镇定性
　　利用一致标准形讨论系统 (1) 在任意切换下的

二次可镇定问题.

定义 2　若存在 u i = u i (x ) 满足 u i (0) = 0, i =

1,⋯,m ,及正定二次型w (x ) ,满足

L f i
(x ) + g i

(x ) u i
(x )w (x ) ≤- Α‖x‖2,

其中常数 Α> 0, Π i∈ {1,⋯,m },则称非线性切换

系统 (1) 在任意切换下二次可镇定.

对于系统 (2) , 记

Q i (Ν, Γ) = q i (Ν, Γ) + p i (Ν, Γ) -
bi (Ν, Γ)
a i (Ν, Γ) .

其中

q i (Ν, Γ) = (q ir+ 1 (Ν, Γ) ,⋯, q in (Ν, Γ) ) T ,

p i (Ν, Γ) = (p ir+ 1 (Ν, Γ) ,⋯, p in (Ν, Γ) ) T.

则一致标准形 (2) 的零动态为

Γα= Q i (0, Γ) , i = 1,⋯,m .

　　在适当的条件下,零动态在任意切换下的稳定

性可保证切换系统在任意切换下可镇定.

定理 1　假设系统 (1) 有一致标准形 (2) ,如果

存在正定二次型U (Γ) ,常数 Βi > 0, i = 1,⋯,m ,满

足L Q i
(0, Γ)U (Γ) ≤- Βi‖Γ‖2, i = 1,⋯,m ,则切换系

统 (1) 在任意切换下二次可镇定.

证明　取

u i (Ν, Γ) =

1
a i (Ν, Γ)

(- bi (Ν, Γ) - ci0Ν1 - ⋯ - cir- 1Νr).

其中常数 ci0, c i1,⋯, cir使得

A i =

0 1 0 ⋯ 0

0 0 1 ⋯ 0

� � � �
0 0 0 ⋯ 1

- ci0 - ci1 - ci2 ⋯ - cir- 1

的特征值均具负实部, i = 1,⋯,m , 且存在正定矩

阵 P 满足 PA i + A T
i P ≤- I , Π i = 1,⋯,m . 令

H i (Ν, Γ) =

q i (Ν, Γ) + p i (Ν, Γ) (- bi (Ν, Γ) -

ci0Ν1 - ⋯ - cir- 1Νr) (1öa i (Ν, Γ) ) ,

则有H i (0, Γ) = Q i (0, Γ). 将 u i (Ν, Γ) 代入系统 (2) ,

得闭环系统

Ν
õ

= A iΝ, Γα= H i (Ν, Γ) , i = 1,⋯,m . (3)

下面证明式 (3) 在任意切换下二次稳定.

由于 U (Γ) 是二次型, 故存在 Α0 > 0, 使得

‖5U ö5Γ‖≤ Α0‖Γ‖. 取

K 0 =
Α2

0L
2

2Β0
, Η0 =

Β0

Α0L
+

Α0L
4K 0

.

其中: Β0 = m in{Β1,⋯, Βm },L 为H i (Ν, Γ) 的局部李

普希兹系数,即

‖H i (Ν, Γ) - H i (0, Γ)‖≤L ‖Ν‖, i = 1,⋯,m .

令V (Ν, Γ) = K 0ΝTP Ν+ U (Γ) ,则沿式(3) 的轨线有

Vα≤

- K 0‖Ν‖2 + L H i
(0, Γ)U (Γ) +

L (H i
(Ν, Γ) - H i

(0, Γ) )U (Γ) ≤

- K 0‖Ν‖2 + L Q i
(0, Γ)U (Γ) +

Α0L ‖Γ‖‖Ν‖≤

- K 0‖Ν‖2 - Β0‖Γ‖2 +

Α0L
Η2

0

2
‖Γ‖2 +

1
2Η2

0
‖Ν‖2 ≤

- K
� (‖Ν‖2 + ‖Γ‖2) ,

其中K� = m in K 0 -
Α0L
2Η2

0
, Β0 -

Α0L Η2
0

2
,易验证K� >

0. 所以 V (Ν, Γ) 是闭环系统 (3) 的共同二次

L yapunov函数. 故反馈 u i = u i (<(x ) ) 使得系统 (1)

的闭环系统在任意切换下二次稳定. 其中 z = <(x )

是定义 1中的坐标变换. □

4　仿真算例
　　考虑系统

xα= f i (x ) + g i (x ) u i, y = x 4, i = 1, 2. (4)

其中

f 1 (x ) =

21x 3 - 8x 1

16x 2
1 - 42x 1x 3 + x 4x 3

5x 3 - 2x 1

x 2
1 + x 2

,

f 2 (x ) =

- 52x 3 + 9x 1

104x 1x 3 - 17x 2
1 + x 2

- 16x 3 + 3x 1

x 2
1 + x 2

,

g 1 (x ) =

0

2 + 2x 3

1

0

, g 2 (x ) =

x 1

1

1

0

.

易验证条件 1 成立, 且 r = 2. 选择坐标变换 z =

<(x ) = (x 4, x 2 + x 2
1, x 3, x 1) T ,有<(0) = 0,且其雅可

比矩阵在 x 0 = 0非齐异. 切换系统 (4) 的一致标准

形为
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zα1 = z 2,

zα2 = z 1z 3 + (2 + 2z 3) u 1,

zα3 = 5z 3 - 2z 4 + u 1,

zα4 = 21z 3 - 8z 4

y = z 1;

zα1 = z 2,

zα2 = z 2 + (2z 2
4 + 1) u 2,

zα3 = - 16z 3 + 3z 4 + u 2,

zα4 = - 52z 3 + 9z 4 + z 4u 2,

y = z 1.

其零动态为

Γα= Q i (0, Γ) , i = 1, 2, (5)

其中

Γ= (z 3, z 4) T ,

Q 1 (0, Γ) =
5z 3 - 2z 4

21z 3 - 8z 4

,

Q 2 (0, Γ) =
- 16z 3 + 3z 4

- 52z 3 + 9z 4

.

易验证定理 1成立. 事实上, 可取

u 1 (z ) =
- z 1z 3 - 3z 1 - 4z 2

2 + 2z 3
,

u 2 (z ) =
- 2z 1 - 4z 2

2z 2
4 + 1

, (6)

则闭环系统 (4) 和 (6) 在任意切换下二次稳定. 图 1

为在 x 坐标系下每个子系统运行 0. 08 s时,闭环系

统 (4) , (6) 的状态响应曲线.

图 1　闭环系统 (4) , (6) 的状态响应曲线

5　结　　论
　　本文提出了非线性切换系统一致标准形的概

念,并得到了非线性切换系统具有一致标准形的几

何条件. 这样便将各子系统纳入同一坐标系下且均

具有标准形,即切换系统具有一致标准形,从而降低

了问题的难度. 借此进一步讨论了非线性切换系统

在任意切换下二次可镇定问题. 尽管每个子系统零

动态的渐近稳定可以保证该子系统的渐近稳定, 但

这不足以保证切换系统在任意切换下的渐近稳定.

本文指出, 零动态存在共同L yapunov 函数能够提

供系统的共同L yapunov 函数. 本文讨论了比文献

[ 7 ]更广泛的系统,在借助一致标准形讨论非线性切

换系统的镇定问题时, 这里采用的零动态稳定条件

弱于文献[ 7 ]中的 ISS.

应该指出,虽然一致标准形的概念是一般非线

性系统标准形概念的自然推广,它的存在性条件却

很严格. 尽管如此,本文的结果说明了一致标准形

是解决非线性切换系统镇定问题的一个有力工具.
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