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一类含未建模动态的奇异时滞系统的鲁棒镇定问题

冯俊娥a, 崔　鹏b, 程兆林a

(山东大学 a. 数学与系统科学学院, b. 控制科学与工程学院, 济南 250100)

摘　要: 利用线性矩阵不等式的方法, 研究了一类同时含有参数摄动和未建模动态的线性奇异时滞系统的鲁棒镇

定问题,得到了系统可鲁棒镇定的一个充分条件,用线性矩阵不等式的方法,将控制器的求解问题转化为受限线性矩

阵不等式的求解问题,并给出了受限线性矩阵不等式的具体解法. 最后举例说明了所提出方法的正确性.
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1　引　　言
　　奇异系统具有广泛的应用背景 , 例如电力系

统、社会经济系统和电路电子系统等, 自 1970年以

来,其理论及应用取得了很大的进展. 然而由于滞后

常常是系统不稳定或性能指标差的主要原因, 而时

滞又常常出现在工程系统中, 近年来人们对时滞系

统的研究也取得了很多重要的结果. 随着科学技术

的发展,奇异时滞系统引起了一些学者的关注,也取

得了一些结果[1～ 9 ]. 文献[ 1 ] 研究了离散奇异时滞系

统的奇异LQ 问题, 利用系统轨线与控制对之间的

非奇异变换得到了问题可解的一个充分条件; 文献

[ 2 ] 给出了含不确定项的离散奇异时滞系统的稳定

性的充分条件; 文献 [ 5, 6 ] 分别研究了线性时滞微

分代数系统和非线性线性时滞微分代数系统的稳定

性问题, 文献 [ 7 ] 给出了线性奇异时滞系统的 H ∞

控制问题可解的充分条件,但文献[ 5～ 7 ]都不含不

确定性; 而文献 [ 8, 9 ] 则分别讨论了含不确定性的

奇异时滞系统鲁棒镇定问题和保性能控制问题. 由

于奇异时滞系统结构的复杂性, 上述文献所得结果

都是问题可解的充分条件,而非必要条件.

本文讨论一类同时含有参数摄动和未建模动态

的线性奇异时滞系统的鲁棒镇定问题, 将文献 [ 10 ]

中的结果推广到奇异时滞系统. 给出了问题可解的

一个充分条件,并用线性矩阵不等式的方法,将控制

器的求解问题转化为受限线性矩阵不等式的求解问

题, 同时给出了受限线性矩阵不等式的具体解法.

最后举例说明了本文方法的正确性.

2　问题的叙述



　　考虑如下同时含有参数摄动和未建模动态的

线性奇异时滞系统

E xα( t) =

(A + ∃A ) x ( t) + (A Σ + ∃A Σ) x ( t -

Σ) + B 1Η( t) + (B 2 + ∃B 2) u ( t) ;

Ν( t) = C x ( t) ; Η(s) = ∃ (s) Ν(s) ;

x ( t) = <( t) , t∈ [ - Σ, 0 ];

[∃A 　∃A Σ　∃B 2 ] =

D F (Ρ) [E 1　E Σ　E 2 ]. (1)

其中: x ( t )∈R n为状态变量; u ( t )∈R h为控制输

入 ; Ν( t)∈R m为系统输出; Η( t)∈R l为未建模动态

的输出; 矩阵E , A , A Σ, B 1 , B 2 , C为已知常数. 特别

地 , r a n k E = p < n , Σ> 0为滞后常数 ; < ( t ) ∈

C ( [ - Σ, 0 ], R n) 为系统的相容性初始函数; F (Ρ) 为

未知参数摄动,且为未知常阵; ∃ (s) 为未建模动态,

且为真分式,分别满足

8 = {F (Ρ) : F T (Ρ) F (Ρ) ≤ I }, (2)

0 = {∃ (s) : ∃ (s) ∈H ∞,‖∃ (s)‖∞ < 1}. (3)

　　对未建模动态 ∃ (s) ∈ 0 ,设有如下状态空间实

现:

xαs ( t) = A sx s ( t) + B sΝ( t) ,

Η( t) = C sx s ( t). (4)

其中: x s∈R s为未知状态; A s,B s, C s为未知矩阵. 令

　x c ( t) =
x ( t)

x s ( t)
, Ω( t) =

<( t)

0
,

　Eϖ =
E

I
,Aϖ =

A + ∃A B 1C s

B sC A s

,

　AϖΣ =
A Σ + ∃A Σ 0

0 0
,Bϖ2 =

B 2 + ∃B 2

0
, (5)

则系统 (1) 的状态空间实现为

Eϖxαc ( t) = Aϖx c ( t) + AϖΣx c ( t - Σ) + Bϖ2u ( t) ;

Ω( t) =
<( t)

0
, t∈ [ - Σ, 0 ]. (6)

　　 本文的目的是设计状态反馈控制器 u ( t) =

K x ( t) ,使得闭环系统对于式 (2) 中所有不确定性和

式 (3) 中所有未建模动态是零解渐近稳定的 1
引理 1[10 ]　设 ∃ (s) 的状态空间实现为式 (4) ,

则‖∃ (s)‖∞ < 1的充要条件是存在正定阵 P 2,使

得下式成立.

A T
s P 2 + P 2A s + P 2B sB

T
s P 2 + C T

s C s < 0. (7)

　　 引理 2[11 ]　 给定适 维 矩 阵 H , E , F (Ρ) :

F T (Ρ) F (Ρ) ≤ I和对称负定阵Q < 0,则对于任意的

F (Ρ) ,不等式Q + H F (Ρ) E + E T F T (Ρ)H T < 0成立

当且仅当存在某个正数 Ε> 0, 使得不等式Q +

ΕH H T + Ε- 1E T E < 0成立.

引理 3[7, 8 ]　若存在矩阵 P 和正定矩阵Q 满足

P E = E TP T ≥ 0,

PA + A TP T + Q + PA ΣQ
- 1A T

ΣP T < 0,

则系统

E xα( t) = A x ( t) + A Σx ( t - Σ) ,

x ( t) = Υ( t) , t∈ [ - Σ, 0 ],

对于所有满足相容性初始条件的连续函数 Υ( t) 都

是零解渐近稳定的.

3　主要结果
　　利用引理3的结果,首先给出u ( t) ≡0, F (Ρ) =

0 时系统 (1) 关于式 (3) 中所有的未建模动态 ∃ (s)

鲁棒稳定的充分条件:

定理 1　若存在矩阵 P 1及正定矩阵Q 1 > 0,满

足

P 1E = E TP T
1 ≥ 0, (8a)

P 1A + A TP T
1 + Q + P 1A ΣQ

- 1
1 A T

ΣP T
1 +

P 1B 1B
T
1 P T

1 + C TC < 0, (8b)

则当u ( t) ≡0, F (Ρ) = 0时,系统 (1) 是鲁棒稳定的.

证明　根据‖∃ (s)‖∞ < 1,由引理 1知存在

正定阵 P 2,使得式 (7) 成立, 则存在充分小的正数 ∆
满足

A T
s P 2 + P 2A s + P 2B sB

T
s P 2 + C T

s C s + ∆I < 0.

定义

P = diag{P 1, P 2}, Q = diag{Q 1, ∆I }. (9)

由引理 3知,只需证 P ,Q 满足下式即可:

　 P Eϖ = EϖT P T ≥ 0, (10a)

　 PAϖ + AϖT P T + Q + PAϖΣQ
ϖ- 1AϖT

ΣP T < 0. (10b)

由条件 (8a) , P 2的正定性与 Eϖ的结构知式 (10a) 显

然成立.

下面证明式 (10b) 也成立:

将式 (5) 和 (9) 代入不等式 (10b) 的左边,有

AϖTP T + PAϖ + Q + PAϖΣQ
- 1AϖT

ΣP T Χ N Χ
N 11 N 12

N T
12 N 22

.

其中

N 11 = P 1A + A T P T
1 + Q 1 + P 1A ΣQ

- 1
1 A T

ΣP T
1 ,

N 12 = P 1B 1C s + C TB T
s P 2,

N 22 = P 2A s + A T
s P 2 + ∆I.

令

W 1 Χ
- (P 1A + A T P T

1 + Q 1 + P 1A ΣQ
- 1
1 A T

ΣP T
1 +

P 1B 1B
T
1 P T

1 + C TC ) > 0,

则N 11 = - W 1 - P 1B 1B
T
1 P T

1 - C TC < 0. 令

　　　W 2 Χ - (A T
s P 2 + P 2A s + C T

s C s +

　 　 　　　P 2B sB
T
s P 2 + ∆I ) > 0,

则N 22 = - W 2 - C T
s C s - P sB sB

T
s P 2 < 0. 又对Π Γ∈
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R n+ m ,有

ΓTN Γ= [ΓT
1　ΓT

2 ]
N 11 N 12

N T
12 N 22

Γ1

Γ2

=

ΓT
1 (- W 1 - P 1B 1B

T
1 P T

1 - C TC ) Γ1 +

2ΓT
1 (C TB T

s P 2 + P 1B 1C s) Γ2 +

ΓT
2 (- W 2 - C T

s C s - P 2B sB
T
s P 2) Γ2.

因为

2ΓT
1C TB T

s P 2Γ2 ≤ ΓT
1C TC Γ1 + ΓT

2 P 2B sB
T
s P 2Γ2,

2ΓT
1 P 1B 1C sΓ2 ≤ ΓT

1 P 1B 1B
T
1 P T

1 Γ1 + ΓT
2W 2Γ2,

所以 ΓTN Γ≤- ΓT
1W 1Γ1 - ΓT

2W 2Γ2 < 0, Γ≠ 0. 即有

N < 0,即不等式 (10b) 也成立. □

利用定理 1,可以得到系统 (1) 的状态反馈鲁棒

控制器的设计.

定理 2　若有矩阵W ,非奇异矩阵X ,正定阵V

及正数 Ε> 0满足

EX = X T E T ≥ 0, (11a)

A� A ΣV (E 1X + E 2W ) T X T X TC T

V A T
Σ - V V E T

Σ 0 0

E 1X + E 2W E 2V - ΕI 0 0

X 0 0 - V 0

CX 0 0 0 - I

< 0,

(11b)

其中A� = A X + B 2W + X TA T + W TB T
2 + ΕD D T +

B 1B
T
1 , 则控制器 u ( t) = W X - 1x ( t) 鲁棒镇定系统

(1).

证明　将 u ( t) = K x ( t) 代入系统 (1) ,且由定

理 1得闭环鲁棒稳定的充分条件为

P 1E = E T P T
1 ≥ 0, (12a)

P 1 (A + B 2K + D F (E 1 + E 2K ) ) +

(A + B 2K + D F (E 1 + E 2K ) ) TP T
1 +

Q 1 + P 1 (A Σ + D F E Σ)Q - 1
1 (A Σ +

D F E Σ) T P T
1 + P 1B 1B

T
1 P T

1 + C TC < 0. (12b)

式 (12b) 成立当且仅当下式成立:

2 P 1 (A Σ + D F E Σ)

(A Σ + D F E Σ) T P T
1 - Q 1

< 0

(13)

其中

2 = P 1 (A + B 2K + D F (E 1 + E 2K ) ) +

　　 (A + B 2K + D F (E 1 + E 2K ) ) TP T
1 +

　　Q 1 + P 1B 1B
T
1 P T

1 + C TC. (14)

记

Y =
. P 1A Σ

A T
ΣP T

1 - Q 1

, (15)

其中 . = P 1 (A + B 2K ) + (A + B 2K ) T P T
1 + Q 1 +

P 1B 1B
T
1 P T

1 + C TC ,则式 (13) 又可写为

Y +
P 1D

0
F (Ρ) [E 1 + E 2K　E Σ] +

[E 1 + E 2K　E Σ]TF T (Ρ)
P 1D

0

T

< 0. (16)

由引理 2知, 上式成立当且仅当

Y + Ε
P 1D

0

P 1D

0

T

+ Ε- 1 [E 1 + E 2K　E Σ]T õ

[E 1 + E 2K　E Σ] < 0. (17)

上式即为

8
P 1A Σ +

Ε- 1 (E 1 + E 2K ) T E Σ

A T
ΣP T

1 +

Ε- 1E T
Σ (E 1 + E 2K )

- Q 1 + Ε- 1E T
ΣE Σ

.

(18)

其中

8 = Q 1 + P 1 (A + B 2K ) + (A + B 2K ) T P T
1 +

ΕP 1D D T P T
1 + Ε- 1 (E 1 + E 2K ) T (E 1 +

E 2K ) + P 1B 1B
T
1 P T

1 + C TC. (19)

由 Schu r补知式 (18) 成立, 当且仅当

A
ˇ

P 1A Σ (E 1 + E 2K ) T I C T

A T
ΣP T

1 - Q 1 E T
Σ 0 0

E 1 + E 2K E Σ - ΕI 0 0

I 0 0 - Q - 1
1 0

C 0 0 0 - I

< 0.

(20)

这里 A
ˇ

= P 1 (A + B 2K ) + (A + B 2K ) T P T
1 +

ΕP 1D D TP T
1 + P 1B 1B

T
1 P T

1. 式 (20) 两边同时左乘T =

diag{P - 1
1 , Q - 1

1 , I , I , I }, 右乘 T T , 且令 X = P - T
1 ,W

= K P - T
1 ,V = Q - 1

1 ,则式 (20) 成立当且仅当式 (11b)

成立. 且式 (11a) 成立也等价于 (12a) 成立. □

注 1　由于M atlab 软件中的线性矩阵不等式

工具箱只能解严格的线性矩阵不等式, 而线性矩阵

不等式 (11) 是一个受限的线性矩阵不等式, 即需要

解满足限制条件 (11 a ) 的线性矩阵不等式 (11 b ).

并且用LM I工具箱解式 (11b) 所得的矩阵X 也不一

定非奇异. 因此, 在解线性矩阵不等式 (11) 时需作

以下处理:

1) 找非奇异矩阵 Χ, 5 , 对线性奇异时滞系统

(1) 做 r. s. e. 变换,使得 ΧE 5 = diag{I p , 0},记所得

新系统为

　　　Eδxα( t) =

　　　 (Aδ + ∃Aδ) x
δ( t) + (Aδ

Σ + ∃Aδ
Σ) x

δ( t -

　　　Σ) + B
δ

1Η( t) + (Bδ
2 + ∃Bδ

2) u ( t) ;

　　　Ν( t) = C
δ
x
δ( t) ; Η(s) = ∃ (s) Ν(s) ;

　　　x
δ( t) = 5 <( t) , t∈ [ - Σ, 0 ];
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　　　[∃A
δ　∃A

δ
Σ　∃B

δ
2 ] =

　　　ΧD F (Ρ) [E 15　E Σ5　E 2 ]. (21)

其中: E
δ= ΧE 5 ,A

δ= ΧA 5 ,A
δ

Σ = ΧA Σ5 ,B
δ

1 = ΧB 1,B
δ

2

= ΧB 2, Cδ = C 5 , xδ = 5 x ( t).

2) 由 Eδ = diag{I p , 0} 知,满足条件 (11a) 的 X

形如X =
X 11 0

X 21 X 22

,因此在用M atlab 中LM I工

具箱解线性矩阵不等式 (11b) 时, 可要求形如

X 11 0

X 21 X 22

,且可要求X 11 > 0.

3) 若由线性矩阵不等式 (11b) 解得矩阵X 是奇

异的,则存在正小数Η> 0,使得X + ΗI 仍满足线性

矩阵不等式 (11b) ,且有E
δ(X + ΗI ) = (X + ΗI ) TEδT

≥ 0. 为方便,仍记X + ΗI为X ,即X 是非奇异阵. 此

时系统 (21) 的状态反馈控制器为

u ( t) = W X - 1x
δ( t).

　　4) 最后返回到原系统, 得系统 (1) 的状态反馈

控制器为 u ( t) = W X - 15 - 1x ( t).

例 1　考虑如下不确定奇异时滞系统的鲁棒镇

定问题:

E xα( t) =

(A + rA 0) x ( t) + (A Σ + sA Σ0) x ( t -

Σ) + B 1Η( t) + (B 2 + qB 20) u ( t) ;

Ν( t) = C x ( t) ; Η(s) = ∃ (s) Ν(s) ;

x ( t) = <( t) , t∈ [ - Σ, 0 ]. (22)

其中

E =
1 0

0 0
,A =

1 1

- 1 - 2
,

A 0 =
1 1

0 0
,B 1 =

0. 1

0. 1
,B 2 =

2

1
,

A Σ =
0 0

0. 1 0. 1
,A Σ0 =

1 1

0 0
,B 20 =

0

10
,

Σ= 1, û rû ≤ 0. 1, ûsû ≤ 0. 1, ûqû ≤ 0. 1,

x ( t) =
e t+ 1

0
, t∈ [ - 1, 0 ].

定义

D =
0. 1 0 0. 1

0 1 0
, E 1 =

1 1

0 0

0 0

,

E 2 =

0

1

0

, E Σ =

0 0

0 0

1 1

, F = 10× diag{r, q, s},

则系统 (22) 可写为

E xα( t) =

(A + D F E 1) x ( t) + (A Σ + D F E Σ) x ( t -

Σ) + B 1Η( t) + (B 2 + D F E 2) u ( t) ;

Ν( t) = C x ( t) ; Η(s) = ∃ (s) Ν(s) ;

x ( t) = <( t) , t∈ [ - Σ, 0 ]. (23)

　　根据定理2,由注1知Χ= I , 5 = I ,利用M atlab

中LM I工具箱得线性矩阵不等式 (11) 的解为

W = [ - 0. 271 9　 - 0. 240 9 ],

X =
0. 282 0 0

- 0. 328 7 0. 387 4
,

V =
0. 697 8 - 0. 323 5

- 0. 323 5 0. 768 8
,

Ε= 1. 027 6,

K = [ - 1. 688 9　 - 0. 622 0 ].

因此,系统 (23) 的鲁棒镇定控制器为

u ( t) = [ - 1. 688 9　 - 0. 622 0 ]x ( t).

4　结　　语
　　本文讨论了一类同时含有参数摄动和未建模

动态的线性奇异时滞系统的鲁棒镇定问题, 其中未

知参数满足范数有界条件, 未建模动态满足H ∞ 范

数有界条件. 首先给出问题可解的一个充分条件;然

后将控制器的求解问题转化为受限线性矩阵不等式

的求解问题, 并给出了受限线性矩阵不等式的具体

解法;最后举例说明了本文方法的正确性.

参考文献 (References)

[1 ] Feng J E, Cheng J L , M a S P. Singu lar L inear2

quadratic Op tim al Contro l P rob lem fo r a C lass of

D iscrete Singu lar System s w ith M ultip le T im e2delays

[ J ]. In t J of S y stem s and S ciences, 2003, 34 (4) : 2932
301.

[2 ] Xu S, L am J , Zhang L. Robust D 2stab ility A nalysis

fo r U ncerta in D iscrete Singu lar System s w ith State

D elay [J ]. IE E E T rans C ircu its S y stem s I , 2002, 49

(4) : 5512555.

[3 ] A scher U , Petzo ld L R. T he N um ercia l So lu tion of

D elay D ifferen tia l A lgebraic Equations of R etarded and

N eutra l T ype [J ]. S IA M J N um eric A na ly sis, 1995, 32

(9) : 163521657.

[4 ] Campbell S L. Singu lar L inear System s of D ifferen tia l

Equations W ith D elays [ J ]. A p p lica tion A na ly sis ,

1980, 11 (2) : 1292136.

[5 ] Zhu W , Petzo ld L. A symp to tic Stab ility of L inear

D elay D ifferen tia l A lgebraic Equations and N um erical

M ethods [J ]. A p p lica tion N um eric M athem atic, 1997,

24 (2) : 2472264.

[6 ] P ierdom enico Pepe, E rik IV erriest. O n the Stab ility of

Coup led D elay D ifferen tia l and Continuous T im e

D ifference Equations [ J ]. IE E E. T rans A u tom atic

Con trol, 2003, 48 (8) : 142221427.

(下转第 1172页)

8611 控　　制　　与　　决　　策 第 20 卷



表 1　控制参数表

参数 K p0 K p1 T i1 T d1 Ε1 Ε2

数值 1. 3 1. 3 5. 0 0. 0 0. 005 0. 01

表 2　生成抗体库

对
象
序
号
给定值

偏 差
变化值

输 出
变化值

数
值

1 1. 000 0 0. 500 0 0. 281 5

2 0. 500 0 - 0. 250 0 - 0. 140 7

3 1. 500 0 0. 500 0 0. 281 5

4 1. 800 0 0. 150 0 0. 084 4

5 1. 500 0 - 0. 150 0 - 0. 084 4

图 6　二阶对象控制效果

　　从图 6可以看出,与传统 P ID 控制器相比, IIC

能够讯速、无超调、稳定地消除控制偏差.

　　从仿真实验可以看出,在辅助 P ID 算法和与之

比较的传统 P ID 算法的控制参数相同的情况下,采

用控制抗体记忆算法后, IIC 的控制效果好于传统

P ID 控制器. 另外, IIC 表现出较好的系统响应能力,

这主要是由于控制偏差出现时 IIC 可以通过控制抗

体计算得出系统稳定时控制器的阶跃输出信号, 然

后在此基础上叠加比例控制作用, 从而达到快速消

除偏差的目的. 而传统 P ID 算法是在当前输出状态

下进行调整,因此其控制稳定速度较慢.

5　结　　论
　　本文基于免疫系统的存储记忆原理,提出了一

种新颖的 IIC. 该 IIC 能够自动生成抗体,当控制偏

差出现时可以通过匹配找出最为匹配的抗体,并根

据实际的偏差特征对抗体进行修正,形成中间抗体.

当控制偏差迅速消除后,新的抗体已经在控制系统

内部形成. 智能控制系统运行的时间越长,控制偏差

出现的次数越多,则生成的抗体数量越多,从而它的

控制精度和适应能力越强. 通过与传统的 P ID 控制

规律相结合,该 IIC 能够迅速稳定地消除控制偏差,

提高控制效果.
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