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基于观测器的不确定广义时滞系统保成本控制
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摘　要: 讨论了基于观测器的一类不确定广义时滞系统的保成本控制问题,给出了系统保成本控制器的设计方法.

控制器的构造使得闭环系统是鲁棒稳定的. 利用线性矩阵不等式以及L yapunov 函数方法,给出了鲁棒保成本控制

器存在的充分条件以及相应的可保成本指标,并证明了这个条件等价于一组线性矩阵不等式 (LM Is)的可解性问题,

同时推广了已知的相关结果. 最后以算例验证了设计方法的有效性.
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Abstract: T he p rob lem of guaran teed co st observer2based con tro ller design fo r a class of singu lar system s w ith sta te2

delay and param eter uncerta in t ies is invest igated. T he design m ethod of guaran teed co st observer2based con tro ller is

given. Sufficien t condit ions fo r the ex istence of guaran teed co st observer2based sta te feedback con tro l law and

co rresponding guaran teed co st perfo rm ance index are ob tained. It m akes that the clo sed2loop system is robust

stab le. In term s of linear m atrix inequalit ies and L yapunov function, it is show n that these condit ions are equ ivalen t

to the so lvab ility of som e linear m atrix inequalit ies, and som e know n resu lts are generalized. A num erical examp le

show s the effectiveness of the p ropo sed m ethod.
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1　引　　言
　　Chang 等于 1972 年提出了不确定系统的保成

本控制概念[1 ] ,目前人们对正常 (时滞)系统的保成

本控制问题的研究已取得了丰富的研究成果[2～ 8 ].

对于广义 (时滞)系统,因为保成本控制问题不仅要

求闭环系统鲁棒稳定,性能指标值具有一个确定的

上界,而且要求闭环系统正则无脉冲,所以广义 (时

滞)系统的保成本控制问题比正常系统复杂得多.

对于实际控制系统的状态变量不能全部量测,基于

系统状态观测器设计不确定时滞系统的保成本控制

器已逐渐引起人们的重视. 文献 [ 9 ]研究了广义系

统的最优保成本控制,本文则针对具有状态滞后的

不确定性广义时滞系统,研究了基于观测器的保成

本控制问题.

2　问题描述
　　考虑如下一类不确定广义时滞系统:

E xα( t) =

(A + ∃A ( t) ) x ( t) + (A d + ∃A d ( t) ) x ( t -

d ) + (B + ∃B ( t) ) u ( t) ;

y ( t) = (C + ∃C ( t) ) x ( t) + (D + ∃D ( t) ) u ( t) ;
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x ( t0 + Η) = <(Η) = [<T
1 (Η)　 <T

2 (Η) ]T ,

Π Η∈ [ - d , 0 ]. (1)

其中: x ( t) , u ( t) , y ( t) 分别为具有适当维数的系统

的状态向量、控制输入和量测输出; 时滞常数 d >

0; <( t) 为[ - d , 0 ]上的满足相容性条件的已知连续

可微初始函数; E ,A ,A d ,B , C 和D 为已知的适维实

常数矩阵; 矩阵 E 是奇异矩阵; 不确定参数矩阵

∃A ( t) , ∃B ( t) , ∃A d ( t) , ∃C ( t) , ∃D ( t) 是允许的, 即

满足

∃A ( t) ∃B ( t)

∃C ( t) ∃D ( t)
=

M 1

M 2

F ( t) [E 1　E 2 ],

∃A d ( t) = M 3F ( t) E 3, F T ( t) F ( t) ≤ I , (2)

M i, E i ( i = 1, 2, 3) 为已知适维实常数矩阵. 设 (A ,

B ) 可控, (A , C ) 可观. 则系统 (1) 的性能指标为

J =∫
∞

0
(x T ( t)Q x ( t) + uT ( t)R u ( t) ) d t, (3)

其中: Q , R 为给定的正定对称加权矩阵.

本文的目的是, 对于不确定广义时滞系统 (1) ,

设计观测器型控制器

E x
δõ ( t) = A x

δ( t) + A d x
δ( t - d ) + B u ( t) +

　　　 　L (y - C x
δ( t) - D u ( t) ) ,

u ( t) = K xδ( t) , xδ( t0 + Η) = 0, (4)

　　　Π Η∈ [ - d , 0 ],

使系统 (1) 是鲁棒可镇定, 且对于允许的不确定性

指标 (3) 不超过某个确定常数 J 3 ,即 J ≤ J 3 . 其中

xδ( t) ,L , K 分别为适维的观测器状态向量、观测器

增益矩阵和反馈控制器增益矩阵. 不失一般性,设

E =
I r 0

0 0
,A =

A 1 A 2

A 3 A 4

,

A d =
A d1 A d 2

A d3 A d 4

,B =
B 1

B 2

,

C = [C 11　C 12 ].

引入误差向量 e ( t) = x ( t) - x
δ( t) ,则误差动态方程

及闭环系统分别为

E eα( t) = ∃A
�

x ( t) + (A L - ∃A L K ) e ( t) +

A d e ( t - d ) + ∃A d x ( t - d ) , (5)

E xα( t) = (A K + ∃A K ) x ( t) + (A d +

∃A d ) x ( t - d ) - (B + ∃B ) K e ( t). (6)

其中

A K = A + B K ; A L = A - L C;

∃A K = M
�

1F ( t) E
�

1; ∃A L = M
�

4F ( t) E
�

3;

∃A
� = M

�
3F ( t) E

�
2;

M
�

i = [M i　M i ], i = 1, 2;

M
�

3 = [M�
1　 - LM

�
2 ];

M
�

4 = [M 1　 - LM 2 ]; E
�

1 = [E T
1　K TE T

2 ];

E
�

2 = [E
�T

1　E
�T

1 ]T; E
�

3 = [E T
2　E T

2 ]T.

(7)

　　定义 1　若存在控制律 (4) 和正数 J 3 ,使得对

于允许的不确定性,闭环系统鲁棒稳定且满足 J ≤

J 3 ,则称J 3 为系统 (1) 的一个可保成本指标,式 (4)

称为系统 (1) 的基于观测器的保成本控制器.

定义 2[10 ]　若存在反馈控制律 u ( t) = K x ( t) ,

正定对称矩阵 S 和可逆矩阵 P ,对不确定性 (2) 有

E T P = P T E ≥ 0,

(A K + ∃A K ) T P + P T (A K + ∃A K ) +

P T (A d + ∃A d )S - 1 (A d + ∃A d ) TP < 0,

则系统 (1) 是广义二次可镇定的. 其中: A K = A +

B K , ∃A K = ∃A + ∃B K.

引理 1[10 ]　不确定广义时滞系统 (1) 如果是广

义二次可镇定的,那么它是鲁棒可镇定的.

引理 2[11 ]　广义时滞系统 E xα( t) = A x ( t) +

A d x ( t - d ) ,‖A - 1
4 A d 4‖ < 1. 若存在正数Α, Β, Χ和

连续函数V : C n [ - h , 0 ] → R 使得: 1) Βû<1 (0) û 2 ≤

V (<) ≤ Χû<û 2, 2) Vα(<) ≤- Αû<(0) û 2, 则它是渐近

稳定的.

3　主要结论
　　定理 1　给定适维正定对称矩阵Q , R. 如果存

在适维正定对称矩阵S i,可逆矩阵P i ( i = 1, 2) 和纯

量 Εi > 0 ( i = 0, 1,⋯, 4) ,使得对于满足式 (2) 的不

确定性,有如下R iccat i不等式成立:

8 1 =

P T
1 (A K + ∃A K ) + (A K + ∃A K ) TP 1 +

S 1 + Q + (1 + Ε0) K TR K + Ε1P T
1B B T P 1 +

Ε2P T
1M 1M

T
1 P 1 + Ε- 1

3 E
�T

2 E
�

2 + P T
1 (A d +

∃A d ) (S 1 - Ε- 1
4 E T

3 E 3) - 1 (A d + ∃A d ) TP 1 < 0,

8 2 =

P T
2 (A L - ∃A L K ) + (A L - ∃A L K ) T P 2 +

S 2 + (1 + Ε- 1
0 ) K TR K + Ε- 1

1 K T K +

Ε- 1
2 K T E T

2 E 2K + Ε2P T
2M

�
3M

�T
3 P 2 +

Ε4P T
2M 3M

T
3 P 2 + P T

2A dS
- 1
2 A T

d P 2 < 0,

(8)

和广义约束E T P i = P T
i E ≥ 0 ( i = 1, 2) 成立,那么广

义时滞系统 (1) 是鲁棒可镇定且具有保成本上界.

其中: A K , ∃A K ,A L , ∃A L , ∃A d ,M�
3, E�2 等如式 (7) 所

定义,且二次保成本的一个上界为

J ≤ J 3 =

<T
0 E T P 1<0 + T race S 1∫

0

- d
x (s) x T (s) ds +

T race S 2∫
0

- d
x (s) x T (s) ds . (9)

证明过程类似于文献[ 10 ] 中定理 1的证明,此略.

下面给出基于观测器保成本控制器存在的

LM I方法:
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定理 2　给定适维正定对称矩阵Q , R. 对于满

足式 (2) 的不确定性, 存在适维正定对称矩阵 S i ( i

= 1, 2) ,可逆矩阵P i ( i = 1, 2) 和纯量Εi > 0 ( i = 0,

1,⋯, 4) ,有上述广义约束和式 (8) 成立的充分必要

条件是存在正定对称矩阵 S�1, S 2, 可逆矩阵 X i ( i =

1, 2) ,矩阵Y i ( i = 1, 2) 和纯量Εi > 0 ( i = 0, 1,⋯, 7)

有广义约束 E TX 1 = X T
1 E ≥ 0, E TX 2 = X T

2 E ≥ 0和

如下线性矩阵不等式成立:

W 1 =

H 1 A dX 1 X T
1 Y T

1 Y T
1 X T

1 E T
1

3 - S�1 0 0 0 0

3 3 - Q - 1 0 0 0

3 3 3 - R - 1 0 0

3 3 3 3 - Ε- 1
0 R - 1 0

3 3 3 3 3 -
1
2

Ε3 I

3 3 3 3 3 3
3 3 3 3 3 3
3 3 3 3 3 3
3 3 3 3 3 3
3 3 3 3 3 3

→

←

Y T
1 E T

2 X T
1 E T

1 Y T
1 E T

2 0

0 0 0 X T
1 E T

3 X T
1 E T

3

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

-
1
2

Ε3 I 0 0 0 0

3 - Ε5 I 0 0 0

3 3 - Ε5 I 0 0

3 3 3 - Ε4I 0

3 3 3 3 - Ε6 I

< 0, (10)

W 2 =

H 2 X T
2A d X T

2M 1 Y 2M 2

3 - S 2 0 0

3 3 -
1
2

Ε- 1
3 I 0

3 3 3 -
1
2

Ε- 1
3 I

3 3 3 3
3 3 3 3
3 3 3 3

→

　 　 ←

X T
2M 3 X T

2M 1 Y 2M 2

0 0 0

0 0 0

0 0 0

- Ε- 1
4 I 0 0

3 - Ε- 1
7 I 0

3 3 - Ε- 1
7 I

< 0. (11)

其中

H 1 =

X T
1A + A TX 1 + B Y 1 + Y T

1B
T + S�1 +

Ε1B B T + (Ε2 + 2Ε5)M 1M
T
1 + Ε6M 3M

T
3 ,

H 2 =

X T
2A + A TX 2 - Y 2C - C TY T

2 +

S 2 + (1 + Ε- 1
0 ) K TR K + Ε- 1

1 K T K +

Ε- 1
2 K T E T

2 E 2K + 2Ε- 1
7 K T E T

2 E 2K.

此时观测器型控制器参数为 K = Y 1X
- 1
1 ,L =

X - T
2 Y 2. 3 代表相应的对称块矩阵,下同.

证明 　 为了设计观测器型的保成本控制器
(4) , 设 P - 1

1 = X 1, X T
1S 1X 1 = S�1, Y 1 = K X 1, 利用

Schu r 补引理并经过矩阵运算即可证明式 (10) 成

立. 再将由式 (10) 求得的K , Εj ( j = 0, 1,⋯, 4) 代入

8 2 < 0中,并设 P 2 = X 2, X T
2L = Y 2,可证明式 (11)

成立, 并有

J 3 =

<T (0) E TX - 1
1 <(0) +

T race X - T
1 S

�
1X

- 1
1∫

0

- d
<(s) <T (s) ds +

T race S 2∫
0

- d
<(s) <T (s) ds . (12)

根据广义约束式 E TX 1 = X T
1 E ≥ 0,矩阵X 1具有如

下形式:

X 1 =
X 11 0

X 21 X 22

,

其中: X T
11 = X 11 > 0, X 22 可逆.

设 <(0) 是一个零均值随机变量, 即满足

E {<(0) <T (0) } = I , 则式 (12) 中 <T (0) E TX - 1
1 <(0)

的 数 学 期 望 值 满 足 E {<T (0) E TX - 1
1 <(0) } =

T race (X - 1
11 ). 从而系统 (1) 的一个保成本性能上界

J 3 ≤ Jδ3 =

T race (X - 1
11 ) +

T race X - T
1 S

�
1X 1∫

0

- d
<(s) <T (s) ds +

T race S 2∫
0

- d
<(s) <T (s) ds . (13)

由此,定理 2得证. □

4　数值算例
　　 考虑具有如下参数的不确定广义时滞系统

(1) :

E = diag [ 1　0 ], A =
- 1 - 7. 5

- 10 8
,

A d =
1 0

1 0. 5
,B =

0. 3

0. 3
,

C = [ - 2. 4　 - 1 ], M 1 =
0. 5

- 1
,

9711第 10 期 杨 帆等: 基于观测器的不确定广义时滞系统保成本控制



© 1994-2010 China Academic Journal Electronic Publishing House. All rights reserved.    http://www.cnki.net

M 2 = 1, M 3 = [ - 1　1 ]T ,　　　　

E 1 = [ 1　2 ], E 2 = - 1,

E 3 = [ 1　 - 1 ], F ( t) = sin (3t) ,

d = 0. 6,Q = diag [ 1　1 ], R = 0. 2,

x ( t) = [x T
1　x T

2 ( t) ]T , x 1 ( t) = e- t- 1,

x 2 ( t) = - e t+ 1, t∈ [ - d , 0 ].

利用M atlab 中的LM I工具箱, 解线性矩阵不等式

(10) 和 E TX 1 = X T
1 E ≥ 0,有

X 1 =
0. 209 5 0

0. 262 2 - 0. 420 4
,

Y 1 = [ - 0. 058 6　 - 0. 072 5 ],

Ε- 1
0 = 0. 315 4, Ε1 = 1. 379 1,

Ε2 = 0. 867 3, Ε3 = 3. 675 6,

Ε4 = 1. 677 2, Ε5 = 1. 109 4,

Ε6 = 0. 800 4.

S 1 =
1. 079 0 - 0. 169 5

- 0. 169 5 1. 051 2
,

S 2 =
0. 937 8 - 0. 033 0

- 0. 033 0 0. 894 8
,

∫
0

- d
<(s) <T (s) ds =

0. 157 0 - 0. 600 0

- 0. 600 0 2. 581 0
.

从而控制器增益矩阵

K = Y 1X
- 1
1 = [ - 0. 495 6　0. 172 5 ].

再利用所得到的K , Εi ( i = 0, 1,⋯, 4) 解线性矩阵不

等式 (11) 和 E TX 2 = X T
2 E ≥ 0,有

X 2 =
0. 164 3 0

0. 107 8 - 0. 108 4
,

Y 2 =
- 0. 083 4

- 0. 088 9

从而观测器增益矩阵

L = X - T
2 Y 2 = [ - 1. 045 7　0. 820 1 ],

且系统的保成本性能指标为 Jδ3 = 33. 822 0.

5　结　　论
　　利用线性矩阵不等式方法,设计了观测器型的

广义时滞系统保成本控制器,得到了保成本控制器

存在的充分条件. 该控制器的设计使得对容许的不

确定性,广义时滞系统是鲁棒可镇定的且保成本指

标不超过某个确定的界, 并推广了文献 [ 9 ]的相关

结果. 数值算例验证了所提出设计方法的有效性.
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