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均方可镇定系统的随机状态反馈控制策略

王帅宇, 张宇河
(北京理工大学 自动控制系, 北京 100081)

摘　要: 提出网络控制系统随机最优控制律中随机 R iccati方程在一定条件下存在稳态解. 给出了稳态解存在的条

件,并在此基础上提出了均方可镇定系统的随机状态反馈控制策略. 该方法在保持控制性能的基础上,减小了控制律

的复杂性,具有实际应用价值.
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1　引　　言
　　通过网络形成闭环的反馈控制系统称为网络控

制系统 (N CS) ,其主要优点是可以实现资源共享,具

有高诊断能力,安装与维护简单以及增加了系统的

灵活性和可靠性[1, 2 ].

研究网络控制系统的目的是希望能够利用其上

述优势,但将通讯网络引入控制系统使分析和设计

变得非常困难. 在已有网络条件下, 如何设计N CS

工作方式和控制器使得系统在保证稳定性的基础上

提高控制性能,达到满意的控制效果是N CS研究的

重要内容之一. 目前, N CS 控制器的设计主要有确

定性和随机控制两种方法. 文献[ 3 ]考虑了具有连续

时间对象和离散时间控制器的网络控制系统,系统

采用增广状态空间法表示,从而得到一个有限维的

时变离散时间模型. 但该方法仅适用于周期时延的

网络系统. 文献 [ 4 ]提出一种随机调节器的设计方

法,采用随机最优控制理论和动态规划理论,得到了

LQ R 问题的最优状态反馈控制律,但该方法中控制

器采用时间驱动方法,传感器信息得不到及时利用.

为此,文献[ 5 ]中的控制器采用了事件驱动的方法,

但所得到的控制律太复杂,每一步控制量的求取涉

及到后向随机R iccat i方程及大量数学期望的计算,

这便为其实现带来一定的困难,制约了该方法的实

际应用.

本文在文献[ 5 ]的基础上证明了开环系统在均

方可镇定的条件下,随机R iccat i方程存在一个稳态

解,并进一步得到了N CS 随机状态反馈控制律. 所

得结果大大减少了算法的计算量和计算时间,具有
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较高的工程应用价值.

2　网络控制系统数学模型的建立
　　为了对闭环控制系统进行数学建模,首先对系

统作如下假设:

假设 1　传感器节点采用时间驱动, 采样周期

为 T ,控制器和执行器节点采用事件驱动方式.

假设 2　整个回路总的时间延迟 Σk = Σsc
k + Σca

k

< T , 且{Σk } 为一相互独立、具有相同概率分布、统

计特性已知的随机变量序列.

假设 3　控制器可以获得过去时刻的延时值,

即在 k 时刻, {Σsc
k , Σsc

k - 1,⋯, Σsc
0 , Σca

k- 1, Σca
k- 2,⋯, Σca

0 } 对于

控制器为已知量. 实现的方法之一是为系统中传输

的每个信号打上时间戳.

在上述假设条件下, 可画出控制系统中各信号

的时序图,如图 1所示.

图 1　闭环网络控制系统中各信号时序图

假设被控对象的状态方程为

xα= A x + B u + Gv. (1)

其中: x 为对象的被控状态, u 为对象输入, v 为白噪

声. 对式 (1) 进行离散化, 并考虑延时 Σk 的影响, 可

得系统 (1) 的离散时间模型为

x k+ 1 = 5 x k + # 0 (Σsc
k , Σca

k ) u k +

# 1 (Σsc
k , Σca

k ) u k- 1 + v k. (2)

其中

5 = eA T ,

# 0 (Σsc
k , Σca

k ) =∫
T - Σsc

k - Σca
k

0
eA td tõB ,

# 1 (Σsc
k , Σca

k ) =∫
T

T - Σsc
k - Σca

k

eA td tõB ,

v k =∫
(k+ 1) T

kT
eA [ (k+ 1) T - t ]v ( t) d tõ G ,

E (v kv
T
k ) = R 1 ≥ 0,

v k 是均值为零,协方差为R 1 的不相关白噪声.

3　问题的提出
　　本文讨论使以下性能指标极小的控制律设计:

J N = x T
N Q N x N + E∑

N - 1

k= 0

x k

u k

T

Q
x k

u k

, (3)

其中Q 为对称半正定矩阵. 文献[ 5 ] 给出使性能指

标最小的控制律为

u k = - L (Σsc
k , S k+ 1)

x k

u k- 1

,

其中 S k+ 1 通过后向随机R iccat i方程获得,即

S k =

E
Σsc
k

{F T
1 (Σsc

k )Q F 1 (Σsc
k ) + F T

2 (Σsc
k ) õ

E
Σca
k

{GT (Σsc
k , Σca

k )S k+ 1G (Σsc
k , Σca

k ) ûΣsc
k }õ F 2 (Σsc

k ) }. (4)

其中

G (Σsc
k , Σca

k ) =
5 # 0 (Σsc

k , Σca
k ) # 1 (Σsc

k , Σca
k )

0 I 0

F 1 (Σsc
k ) =

I　　0

- L (Σsc
k , S k+ 1)

,

F 2 (Σsc
k ) =

I　　0

- L (Σsc
k , S k+ 1)

0　　I

, S N =
Q N 0

0 0
.

　　因为控制律中每一步迭代计算量大且复杂,因

此不适合实际工程应用. 如何设计出一种具有较大

工程应用价值的控制律, 使理论成果能够服务于实

际应用是迫切需要解决的问题.

4　准备知识

　　引入一增广状态向量 z k =
x k

u k- 1

,则原被控对

象等价于下列增广对象:

z k+ 1 = 7 kz k + 8 ku k + v’k. (5)

其中

7 k =
5 # 1 (Σsc

k , Σca
k )

0 0
,

8 k =
# 0 (Σsc

k , Σca
k )

I
, v’k =

v k

0
.

当 u k = - L õ z k时, z k+ 1 = (7 k - 8 kõL ) z k + v’k ,令

ΗL , k = 7 k - 8 k õL ,则上式可表示成

z k+ 1 = ΗL , kz k + v’k. (6)

相应地,性能指标 (3) 为

J N = z T
N Q ’N zN + E∑

N - 1

k= 0
[z T

kQ
’z k + uT

k u k ]. (7)

其中: Q ’N =
Q N 0

0 0
,Q ’=

Q 0

0 0
.

定义 1 (系统均方稳定性)　 对于随机参数系

统, z k+ 1 = A kz k + v k , z k 为系统状态, v k 为零均值白

噪声, 若对任意初态 (z 0, v 0) 有 lim
k→∞

E {‖z k‖}2 = 0,
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则称该系统是均方稳定的.

定义 2 (系统均方可镇定)　对于开环系统 (5) ,

如果存在一状态反馈阵L ,使得闭环系统 (6) 均方稳

定,则称该系统 (5) 是均方可镇定的.

5　主要结果
　　 引入线性变换 T L X = E {ΗT

L , 0X ΗL , 0},则有下面

的引理:

引理 1　线性变换 T L 是单调的.

证明　根据单调性定义直接可证. □

引理 2　如果开环系统 (5) 均方可镇定,则必存

在L ,使得 T L 稳定.

证明　将式 (6) 代入 E {‖z k‖2} = E {z T
k z k },

因为 v’k 是零均值白噪声且与系统延时 Σsc
k , Σca

k 及状态

z k 独立,所以有

E {z T
k z k } =

E {z T
k- 1ΗT

L , k- 1ΗL , k - 1z k- 1} + E {v’Tk- 1v’k- 1}.

又因为 7 k , 8 k 同分布, v’k 独立同分布,递推后可得

E {z T
k z k } =

E {z T
0 (T k

L I ) z 0} + E v’T0 ∑
k- 1

s= 0
T s

L I v’0 . (8)

若开环系统 (5) 均方可镇定,则

lim
k→∞

E {‖z k‖2} = 0, Π z 0, Π v’0.

根据式 (8) 和初始条件的任意性可得

lim
k→∞

E {z T
0 (T k

L I ) z 0} = 0. (9)

且lim
k→∞

E v′T0 ∑
k- 1

s= 0

(T s
L I ) v′0 = 0. 由式 (9) ,并根据 z 0

的任意性可得lim
k→∞

T k
L I = 0,则 T L 稳定. □

引理 3　式 (7) 所示性能指标的最小值为

m inJ N = E {z T
0S 0z 0} + ∑

N - 1

k= 0
t r (S 11

k+ 1R 1) ,

其中 S ij
k+ 1 表示矩阵 S k+ 1 对应位置的分块.

　　证明　利用动态规划方法可证. □

定理 1　假设开环系统 (5) 均方可镇定,则随机

R iccat i 方 程 (4) 必 存 在 稳 态 解, 即 S ∞ =

lim
N →∞

S 0ûN ,Q’N = 0 必存在.

证明　将 u k = - L õ z k (L 可取任意值) 代入性

能指标 (7) ,由引理 2证明可知,当Q ’N 为零矩阵时可

得

J N =

E z T
0 ∑

N - 1

k= 0

(T k
L (Q ’+ L TQL ) ) z 0 +

∑
N - 1

k= 0

E v’T0 ∑
k- 1

s= 0

(T s
L (Q ’+ L TQL ) ) v’0 . (10)

　　在线性变换 T L 的基础上, 定义一种新的线性

变换 IL X = T L X + Q ’+ L TQL . 对式 (10) 进行化简

可得

J N = E {z T
0 ( IN

L ( ) z 0} + E v’T0 ∑
N - 1

k= 0
I k

L ( v’0 ,

(11)

其中符号 ( 表示零矩阵,即 ( = 0.

根据引理 2, 假如开环系统 (5) 均方可镇定, 则

存在L 使得T L 稳定. 对于该反馈阵L ,方程X = IL X

= T L X + Q ’+ L TQL 存在解

X s = ∑
∞

k= 0

T k
L (Q ’+ L TQL ).

由于 T L 稳定,该解为有限解,解的存在性可将X s代

入方程中加以验证. 显然有X s = IL X s = I 2
L X s = ⋯

= IN
L X s. 由引理 1知,线性变换 T L 单调,所以 IL 单

调,于是 0≤X ≤ Y ] IN
L X ≤ IN

L Y ,因此有

IN
L ( < IN

L X s = X s. (12)

　　因为

m inJ N (Q ’N = ( ) ≤ J N (Q ’N = ( ) , (13)

当Q ’N = ( 时Q N = ( ,则 S N =
Q N 0

0 0
= ( . 为了

加以区分,将 S 0 写为 S 0ûN ,Q’N 形式,将引理 3的结论

和式 (11) 代入 (13) ,可以推知

E {z T
0 (S 0ûN , ( ) z 0} + ∑

N - 1

k= 0
t r (S 11

k+ 1R 1) ≤

E {z T
0 ( IN

L ( ) z 0} + E v’T0 ∑
N - 1

k= 0
I k

L ( v’0 . (14)

当Q ’N = ( 时,根据S
�

k和S k的定义,结合Q 为半正定

阵的条件可推知 S 11
k (k = 1, 2,⋯,N ) 半正定. 又因

为 S 11
k 为对称矩阵, R 1 ≥ 0且为对角形矩阵,所以可

证明 S 11
k õ R 1 半正定,则显然有∑

N - 1

k= 0
t r (S 11

k+ 1R 1) ≥ 0.

化简式 (14) ,因为初始条件 z 0, v’0 具有任意性, 可令

v’0 = 0, 进而有 E {z T
0 (S 0ûN , ( ) z 0} ≤ E {z T

0 ( IN
L ( ) z 0}.

再由 z 0 的任意性可知 S 0ûN , ( ≤ IN
L ( . 由式 (12) 可知

IN
L ( < X s,所以 S 0ûN , ( X s.

在 S 0ûN , ( 半正定, X s - S 0ûN , ( 正定, X s 有界的

条件下,利用矩阵范数的定义, 结合 S 0ûN , ( 和 X s 本

身是对称阵的特点[5 ] ,可以证明 S 0ûN , ( 有界.

因为 S N + 1ûN + 1, ( = ( ,所以

S N ûN + 1, ( = E
Σsc
N

{F T
1 (Σsc

N )Q F 1 (Σsc
N ).

又因为 S N ûN , ( = ( ,所以

S N ûN + 1, ( - S N ûN , ( = E
Σsc
N

{F T
1 (Σsc

N )Q F 1 (Σsc
N ) }.

由Q 为半正定阵可知

S N ûN + 1, ( ≥ S N ûS N , (. (15)

同样

　S N - 1ûN + 1, ( - S N - 1ûN , ( =
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　 E
Σsc
N - 1

{F T
2 (Σsc

N - 1) E
Σsc
N - 1

{GT (Σsc
N - 1, Σca

N - 1) (S N ûN + 1, ( -

　S N ûS N , ( )G (Σsc
N - 1, Σca

N - 1) }F 2 (Σsc
N - 1) },

由式 (15) 又可推知 S N - 1ûN + 1, ( ≥ S N - 1ûN , (. 依此类

推可得 S 0ûN + 1, ( ≥ S 0ûN , ( ,即 S 0ûN , ( 单调递增. 同时

因为 S 0ûN , ( 有界,所以 S ∞ = lim
N →∞

S 0ûN , ( 存在. □

在上述定理的基础上, 当开环系统 (5) 均方可

镇定时,利用S ∞代替文献[ 5 ]控制律中的S k可避免

对式 (4) 所示的随机R iccat i方程的计算. 本文提出

的随机状态反馈控制律为 uk = - L (Σsc
k )

x k

u k- 1

. 其

中

L (Σsc
k ) = (Q 22 + S�22

k+ 1) - 1 [Q T
12 + S�21

k+ 1　S�23
k+ 1 ],

S�k+ 1 (Σsc
k ) = E

Σca
k

{GT (Σsc
k , Σca

k )S ∞G (Σsc
k , Σca

k ) ûΣsc
k },

G (Σsc
k , Σca

k ) =
5 # 0 (Σsc

k , Σca
k ) # 1 (Σsc

k , Σca
k )

0 I 0
.

　　若开环系统 (5) 均方可镇定,则稳态解S ∞可通

过对式 (4) 进行迭代或求解如下随机R icca ti方程得

到:

S ∞ =

E
Σsc
k

{F T
1 (Σsc

k )Q F 1 (Σsc
k ) + F T

2 (Σsc
k ) õ

E
Σsc
k

{GT (Σsc
k , Σca

k )S ∞G (Σsc
k , Σca

k ) ûΣsc
k }õ F 2 (Σsc

k ) }. (16)

求解式 (16) 所示的随机方程时, 因为 Σsc
k , Σca

k 是随机

变量, 所以首先根据其统计特性求取与之相关的随

机变量的数学期望, 将 F 1 (Σsc
k ) , F 2 (Σsc

k ) 和 G (Σsc
k , Σca

k )

转化为常值矩阵. 在此基础上, 随机方程 (16) 转变

为常系数矩阵方程, S ∞为该方程的非负定解.

　　实际应用时可将 Σsc
k 与L Σsc

k 一一对应制成表格,

控制器节点在获得延时值 Σsc
k 后可在线查询表格,

L (Σsc
k ) 的值由表中实时插值得到.

L (Σsc
k ) =

L (Σsc
k , l2

) - L (Σsc
k , l1

)

Σsc
k , l2 - Σsc

k , l1

õ Σsc
k +

L (Σsc
k , l1

) Σsc
k , l2 - L (Σsc

k , l2
) Σsc

k , l1

Σsc
k , l2 - Σsc

k , l1

.

其中: Σsc
k , l1 , Σsc

k , l2 ,L (Σsc
k , l1

) ,L (Σsc
k , l2

) 为表中已有数据.

6　仿真研究
　　下面以一套生物质气化炉实验装置为对象进

行仿真研究. 通过辨识和简化,被控对象的模型为

　　xα= A x + B u =

　　
- 0. 2 - 0. 04

0. 25 0
x +

0. 25

0
u +

1

- 2
Ν,

　　y = [ 0　0. 48 ]x + Γ.
其中: E [Ν( t) ] = E [Γ( t) ] = 0, E [Ν( t1) Ν( t2) ] =

E [Γ( t1) Γ( t2) ] = ∆( t1 - t2). 仿真过程中各参数选择

如下:

Q N =
1 0

0 1
,Q =

1 0 0

0 1 0

0 0 0. 1

,

R 1 =
0. 01 0

0 0. 01
,

T = 5 s,初值x 0 = [ 0　4 ]T. 经验证该系统均方可镇

定. 利用本文提出的随机状态反馈方法设计控制器,

仿真结果如图 2所示.

图 2　NCS的状态响应曲线

从图 2可以看出,N CS 随机最优控制方法在控

制系统超调量和提高系统快速性等方面均优于传统

的 P ID 控制方法; 本文提出的随机状态反馈控制策

略利用S ∞代替S k确定反馈增益阵L ,使得算法在快

速性和实时性方面明显优于随机最优方法, 但同时

也带来了性能的损失. 选取 ITA E 作为性能指标,离

散后 ITA E = ∑
n

k= 1
tk ûek û∃ t,利用公式 ( ITA E本文算法 -

ITA E最优控制) öITAD最优控制, 可得性能损失占随机最

优方法性能指标的 4. 35◊ . 可见, 本文所提出控制

策略,其控制效果与N CS随机最优控制方法基本一

致,即控制性能接近最优. 仿真结果说明了本文提出

的控制策略的有效性. 更重要的是,通过离线制表,

在线插值的方法只需进行 4次加减运算和 3次乘除

运算便可得到状态反馈阵. 相比之下,文献 [ 5 ]给出

的控制律要通过 11次矩阵乘法、3次矩阵加法、3次

矩阵转置、1次数学期望、1次条件数学期望、一次矩

阵求逆、4次矩阵积分、2 次矩阵指数运算以及矩阵

分块等计算才能得到控制律. 显然,本文算法耗时大

大减少,从而满足了系统实时性的要求.

7　结　　语
　　本文研究了 N CS 随机最优控制律中随机

R iccat i方程稳态解的存在问题. 通过证明给出了稳

态解存在的条件,并在此基础上进一步针对均方可

镇定系统提出了相应的控制策略. 与文献[ 5 ]的结果

相比,在控制效果方面基本一致,但本文提出的控制

策略显著降低了算法的复杂性,具有更大的工程应

用价值. (下转第 1196页)
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表 2　判断原约束条件中的冗余约束

原约束条件 第 1层之一 第 1层之二

第 1层之一

L 1: - x + y ≤ 2

L 2: - x - y ≤- 1

L 3: x ≤ 2

L 4: x + 3y ≤ 3

B 1, 1: - x + y = 2

F 2, 1: - 2x ≤ 1

F 3, 1: x ≤ 2

F 4, 1: 4x ≤- 3

B 2, 2: - 2x = 1

F 3, 2: - 1ö2≤ 2

F 4, 2: - 2≤- 3 (矛盾)

原约束条件

L 1: - x + y ≤ 2

是冗余约束

第 1层之二

L 1: - x + y ≤ 2

L 2: - x - y ≤- 1

L 3: x ≤ 2

L 4: x + 3y ≤ 3

F 1, 1: - 2x ≤ 1

B 2, 1: - x - y = - 1

F 3, 1: x ≤ 2

F 4, 1: 2x ≤ 0

F 1, 2: - 4≤ 1

B 3, 2: x = 2

F 4, 2: - 4≤ 0

原约束条件

L 2: - x - y ≤- 1

不是冗余约束

第 1层之三

L 1: - x + y ≤ 2

L 2: - x - y ≤- 1

L 3: x ≤ 2

L 4: x + 3y ≤ 3

F 1, 1: y ≤ 4

F 2, 1: - y ≤ 1

B 3, 1: x = 2

F 4, 1: 3y ≤ 1

F 1, 2: - 1≤ 4

B 2, 2: y = - 1

F 4, 2: - 3≤ 1

原约束条件

L 3: x ≤ 2

不是冗余约束

X m + 1 = (2, 1ö3) , Z m + 1 = 5.

　　由表 2可判断出原约束条件中L 1: - x + y ≤

2相对于新问题而言是冗余约束,可以删除. 若再增

加新的约束条件L 5: x - y ≤- 2,仿表 1同样的方

法判断可知该约束为矛盾约束,算法停止.

6　结　　语
　　关于不断增加约束条件的L P 问题的研究, 对

许多实际问题具有重要意义. 如何快速地判断新增

加的约束是否为矛盾约束,以及不矛盾的情况下如

何快速判断约束条件中的哪些约束是冗余的,均有

利于对新的L P 问题求解的简化. 本文提出的基于

凸空间思想的算法有效地解决了该类问题,并可利

用算法的递推性将其应用于在线辨识等领域. 实验

仿真表明,该算法具有可行性和高效性.
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