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增加约束条件的线性规划问题递推算法研究

肖建华, 赵明旺
(武汉科技大学 信息科学与工程学院, 武汉 430081)

摘　要: 首先描述线性规划问题中约束条件增加时的递推求解问题,此问题在线性规划问题中具有广泛的实际背

景;然后提出一个基于凸空间思想的快速求解此类问题的递推算法,该算法能快速判断其矛盾约束、冗余约束以及新

问题的递推最优解;最后给出了该问题的一个算例,实验仿真结果表明了该方法的有效性.
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Abstract: T he recursively so lving p rob lem of linear p rogramm ing w ith the increase of constra in ts is sta ted first ly,

w h ich has a w ide p ractical background in linear p rogramm ing. T hen a recursive algo rithm to judge qu ick ly

con tradicto ry redundan t constra in ing condit ions and to so lve the recursive p rob lem is p resen ted based on convex

region. F inally a computational examp le show s the effectiveness of the p resen ted recursive algo rithm.
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1　引　　言
　　不断增加约束时的线性规划 (L P) 问题的递推

求解问题, 具有一定的理论研究意义和广泛的实际

背景. 例如, 在系统与控制领域的建模中,L 1 和L ∞

辨识问题可转化为L P 问题[1～ 3 ] ,当需要应用在线辨

识时,每增加一组新的观测实验数据,需要能在线递

推求解新的辨识参数, 即相当于增加一个约束条件

下递推求解新的L P 问题. 类似地, 在曲线拟合、优

化与决策等领域, 也存在类似的递推求解 L P 问

题[2, 3 ].

　　对增加约束条件后的新L P 问题, 传统的分析

方法通常首先判断原最优解是否满足其新增加的约

束. 若满足, 则原最优解就是新L P 问题的最优解;

若不满足,则通过引进松弛变量和人工变量,用对偶

单纯形法重新调用L P算法来求解其新的最优解[4 ].

在求解新的L P 问题时,未充分利用原L P 问题的最

优解信息以及求解过程中产生的中间结果 (信息) ,

使得新问题求解的效率大大降低, 求解时间复杂度

偏高. 与此同时,传统的解决方法不能快速判断新增

加的约束是否矛盾,是否为冗余约束,从而大大降低

了求解问题的效率.

　　本文从基于凸空间的角度探讨和分析了增加

约束条件对L P 问题最优解的研究, 并给出了该问

题的递推算法. 该算法能快速判断增加的约束是否

为矛盾约束、冗余约束,以及充分利用原问题的求解

信息递推求解新问题. 本文的算法不仅易于编程实

现,而且适于手工计算. 仿真表明, 本文算法的效率

是较高的.



2　问题描述与讨论
2. 1　问题描述

设原L P 问题为

m ax Zm = CX ,

s. t. : A mX ≤B m , x 1, x 2,⋯, x n ≥ 0. (1)

其中: C ∈R n为价值向量; B m ∈R m 为资源向量; X

∈R n为决策变量向量; A m 为约束条件的m ×n维系

数矩阵. 这里假设原L P 问题中的约束是相容的,且

无冗余约束条件, 其最优解为 X m , 最优目标值为

Zm.

在原L P 的问题中,增加新的约束条件

ΑT
m + 1X ≤ bm + 1, (2)

因此,新的L P 问题成为

m ax Zm + 1 = CX ,

s. t.
A m

am + 1

X ≤
B m

bm + 1

,

　　x 1, x 2,⋯, x n ≥ 0. (3)

　　在新问题中, 需判断其相容性, 去掉其中的冗

余约束条件,并基于第m 步求出的最优解 X m ,最优

目标值 Zm 及中间结果求解新的最优解X m + 1和最优

目标值 Zm + 1.

2. 2　问题讨论

根据新增加的约束是否为矛盾约束, 可将其分

成以下两大类:

情形 1　矛盾约束. 新问题的可行解域为空,无

最优解,如图 1所示.

情形 2　非矛盾约束. 可分为 3种情况:

情形 2. 1　新增加的约束满足原最优解, 但相

对新问题而言,新增加的约束是冗余约束,如图 2所

示;

　　情形 2. 2　新增加的约束满足原最优解,但相

图 1　矛盾约束,无最优解

图 2　满足原最优解,是冗余约束

对新问题而言,新增加的约束不是冗余约束,如图 3

所示;

情形 2. 3　新问题的最优解发生了变化, 需求

解出该新最优解,找出可能存在的冗余约束,如图 4

所示.

图 3　满足原最优解,但不是冗余约束

图 4　有新的最优解,需删除冗余约束

由上述讨论可清楚地看出,增加一个新的约束

条件后,可能使可行域减少,也可能使可行域保持不

变,但绝不可能使可行域增大. 当新问题的可行域为

空时, 问题无最优解, 新增加的约束条件为矛盾约

束. 但当可行域非空时, 问题有最优解, 且新增加的

约束不是矛盾约束.

3　算法思想
　　由数学理论可知,线性不等式组的解空间是一

个凸空间. 在L P 中,问题的可行解域是由问题的线

性约束条件界定的凸多面体. 根据文献 [ 5 ] 判断凸

空间是否为空的基本思想可知,如果凸空间P 非空,

则相应不等式所对应的超平面D 1,D 2,⋯,D m 中至

少有一个 (不妨设为D i) 与P 的交非空,事实上D i与

P 的交非空的那部分为 P 的一个支撑面. 从而判断

P 是否为空只需依次判断P 与D 1,D 2,⋯,D m 的交是

否为空. 若 P 与D 1,D 2, ⋯,D m 的交都是空,则凸空

间 P 为空,否则凸空间 P 非空.

由上述讨论可知, 新增加一个约束将可能与原

凸空间有 4种关系. 将原最优解X m 代入新增加约束

条件L m + 1 中,则可将上述的 4种情况分成两大类:

1) 原最优解 X m 满足新增加的约束的情形 2. 1

和情形 2. 2, 在情形 2. 1 下, 通过判断新增加约束

L m + 1所对应的超平面D m + 1与凸空间P 的交为空,从

而判断出新增加的约束为冗余约束, 反之则是情形

2. 2的情况,新增加的约束不是冗余的;

　　2) 原最优解 X m 不满足新增加的约束的情形 1

和情形 2. 3,在这一大类问题中,通过判断新增加约

束L m + 1所对应的超平面D m + 1与凸空间 P 的交是否
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为空,从而判断出是否为矛盾约束, 若为空, 则新增

加的约束为矛盾约束,即情形 1,反之则不是矛盾约

束,要求解出新的最优解 X m + 1, 并找出原约束条件

中相对新问题中的冗余约束,即情形 2. 3.

　　在情形2. 3情况下,不难证明新的L P问题的最

优解一定在新生成的顶点中取得. 通过比较目标值,

可很快判断出新L P 问题的最优解.

4　算法描述
4. 1　判断矛盾、冗余和求最优解的基本算法

下面给出利用凸空间的思想求取新问题的最优

解的CXG 算法,描述如下:

　　Step 1: 将原最优解X m 代入新增加的约束L m + 1

中,若满足,则原问题的最优解 X m 等于新问题的最

优解X m + 1,转 Step 2,判定新增加的约束是否为冗余

约束; 若不满足, 则转 Step 3, 判断其新增加的约束

是否为矛盾约束.

　　Step 2: 取新增加的约束不等式 L m + 1,使其对应

等式B m + 1. 将B m + 1 代入L 1,L 2,⋯,L m 中联立化简,

采用文献[ 5 ] 中的算法判断其是否矛盾. 若矛盾,则

新增加的约束L m + 1 为冗余约束; 否则, 新增加的约

束不是冗余约束, 转 Step 4 找出原约束条件中的冗

余约束后,算法结束.

　　Step 3: 取新增加的约束不等式 L m + 1,使其对应

等式B m + 1. 将B m + 1 依次与原约束不等式L 1,L 2,⋯,

L m 中的每一个不等式联立化简,并采用文献 [ 5 ] 中

的算法判断其是否矛盾. 若存在矛盾常数不等式,即

不含有变量的不等式,则新增加的约束为矛盾约束,

新L P 问题无最优解,算法停止; 否则新增加的约束

不是矛盾约束, 转 Step 4 判断原约束条件中的冗余

约束.

　　Step 4: 依次在 L 1,L 2,⋯,L m 中取一个不等式

L j ,得到其对应的等式B j , 将B j 依次与L 1,L 2,⋯,

L m ,L m + 1 中除L j 之外的其余不等式联立化简,采用

文献[ 5 ]中的算法判断其是否矛盾. 若矛盾,则L j为
新生成的约束不等式组中的冗余条件;若不矛盾,则
该不等式L j 不是冗余.

　　Step 5: 求出新的顶点,并计算各新顶点的目标
值,按目标值从大到小进行排序.

　　Step 6: 根据问题的目标函数,求出新问题的最
优解X m + 1 和最优目标值 Zm + 1,算法结束.

　　CXG 算法可用来判断新增加的约束是否为矛
盾约束, 方便地求解出新问题的冗余约束及其他的
最优解.

4. 2　递推算法

为了充分利用上一轮求解出的最优解 X m 和删

除新问题中的冗余约束, 简化新问题的最优解的求

解,给出其递推算法如下:

Step 1: 初始化. 利用单纯形法或其他方法求解

出该L P 问题m = 1时的最优解 X m 和最优目标值

Zm. 当然,当m = 1L P 时问题无冗余约束,且约束是

相容的.

Step 2: 通过新观测数据, 形成一个新约束条

件.

　　Step 3: 调用第 4. 1节提出的CXG算法,判断新

增加的约束. 如果新增加的约束是矛盾约束,则算法

停止; 如果新增加是冗余约束, 则转 Step 2; 如果该

问题有新的最优解,则转 Step 4.

　　Step 4: 利用 Step 3 判断是否为矛盾约束的同

时, 求解出新问题的最优解 X m + 1 和最优目标值

Zm + 1.

　　Step 5: 调用CXG 算法中判断是否为冗余约束

的算法, 判断新问题中的冗余约束. 如果约束是冗

余的, 则删除该约束. 删除所有的冗余约束后, 转

Step 6.

　　Step 6: 记录新问题的最优解 X m + 1 和最优目标

值 Zm + 1,并转 Step 2,令m = m + 1.

　　该递推算法在每增加一个约束条件时,先判断

是否为矛盾约束. 如果是矛盾约束, 则算法停止; 如

果是冗余约束,则不改变可行域的形状和大小,不参

与解的更新; 如果新增加的约束改变了L P 问题的

最优解,则需求解出新问题的最优解,并将其中的冗

余约束删除.

5　算法示例
　　考虑如下L P 问题:

M ax Z = 2x + 3y.

s. t: L 1: - x + y ≤ 2;

　　L 2: - x - y ≤- 1, x , y ≥ 0;

　　L 3: x ≤ 2.

　　该问题的最优解X 3 = (2, 4) ,最优目标值Z 3 =

16. 若新增加的约束为L 4: x + 3y ≤ 3,将原最优解

X 3 = (2, 4) 代入新增加的约束 x + 3y ≤ 3. 经计算

可知,原最优解不满足新增加的约束条件.

　　由表 1可知,新增加的约束条件不是矛盾约束,

并知道 (2, 1ö3) , (0, 1) 是新生成的 2顶点. 分别将其

代入目标函数得目标5和3 , 故新问题的最优解
表 1　判断新增加的约束不是矛盾约束

第 1层 第 2层

原约束

条 件

L 1: - x + y ≤ 2

L 2: - x - y ≤- 1

L 3: x ≤ 2

F 1, 1: 4y ≤ 5

F 2, 1: 2y ≤ 2

F 3, 1: - 3y ≤- 1

F 1, 2: 4ö3≤ 5

F 2, 2: 2ö3≤ 2

F 3, 2: 3y = 1

新增加

的约束
L 4: x + 3y ≤ 3 B 4, 1: x + 3y = 3

L 4: x + 3y ≤ 3

不是矛盾约束
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表 2　判断原约束条件中的冗余约束

原约束条件 第 1层之一 第 1层之二

第 1层之一

L 1: - x + y ≤ 2

L 2: - x - y ≤- 1

L 3: x ≤ 2

L 4: x + 3y ≤ 3

B 1, 1: - x + y = 2

F 2, 1: - 2x ≤ 1

F 3, 1: x ≤ 2

F 4, 1: 4x ≤- 3

B 2, 2: - 2x = 1

F 3, 2: - 1ö2≤ 2

F 4, 2: - 2≤- 3 (矛盾)

原约束条件

L 1: - x + y ≤ 2

是冗余约束

第 1层之二

L 1: - x + y ≤ 2

L 2: - x - y ≤- 1

L 3: x ≤ 2

L 4: x + 3y ≤ 3

F 1, 1: - 2x ≤ 1

B 2, 1: - x - y = - 1

F 3, 1: x ≤ 2

F 4, 1: 2x ≤ 0

F 1, 2: - 4≤ 1

B 3, 2: x = 2

F 4, 2: - 4≤ 0

原约束条件

L 2: - x - y ≤- 1

不是冗余约束

第 1层之三

L 1: - x + y ≤ 2

L 2: - x - y ≤- 1

L 3: x ≤ 2

L 4: x + 3y ≤ 3

F 1, 1: y ≤ 4

F 2, 1: - y ≤ 1

B 3, 1: x = 2

F 4, 1: 3y ≤ 1

F 1, 2: - 1≤ 4

B 2, 2: y = - 1

F 4, 2: - 3≤ 1

原约束条件

L 3: x ≤ 2

不是冗余约束

X m + 1 = (2, 1ö3) , Z m + 1 = 5.

　　由表 2可判断出原约束条件中L 1: - x + y ≤

2相对于新问题而言是冗余约束,可以删除. 若再增

加新的约束条件L 5: x - y ≤- 2,仿表 1同样的方

法判断可知该约束为矛盾约束,算法停止.

6　结　　语
　　关于不断增加约束条件的L P 问题的研究, 对

许多实际问题具有重要意义. 如何快速地判断新增

加的约束是否为矛盾约束,以及不矛盾的情况下如

何快速判断约束条件中的哪些约束是冗余的,均有

利于对新的L P 问题求解的简化. 本文提出的基于

凸空间思想的算法有效地解决了该类问题,并可利

用算法的递推性将其应用于在线辨识等领域. 实验

仿真表明,该算法具有可行性和高效性.
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