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一类广义时滞系统的极小极大控制
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摘　要: 研究一类广义时滞系统的极小极大控制问题,目的是利用构造局部检验函数的方法设计极小极大控制器,

使得在最坏的干扰下系统的性能指标上界极小. 利用线性矩阵不等式 (LM I)给出了广义时滞系统极小极大控制器存

在的充分条件,讨论了闭环系统的容许性,并将所得结果推广到含有不确定性的广义时滞系统. 最后以数值算例说明

了所提出的控制器设计方法的有效性和可行性.
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Abstract: T he m in im ax con tro l of delay descrip to r system s is discussed. A m in im ax con tro ller is designed by m eans

of structu re local criterion function, w h ich m akes the p lan t get the m in im um under condit ion of w o rst case

distu rbance. A nd the m in im ax con tro ller is go t to m ake the clo se2loop system adm issib le and the judgm ent is

exp ressed by LM I. Furthermo re, th is k ind of resu lt is ex tended to the descrip to r system s w ith uncerta in ty. A

num erical examp le show s the effectiveness of the descrip to r system s w ith uncerta in ty.
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1　引　　言
　　近年来, 随着控制理论的不断发展和完善, 极

小极大控制理论的研究已提升到了一个新的高度.

极小极大控制问题属于保性能控制的范畴, 其特点

是力求在整个时间区间内综合考虑过程偏差、控制

消耗能量、干扰以及不确定性几方面总的结果最小.

所设计的极小极大控制器使得在最坏的干扰下系统

的性能指标上界极小. 文献 [ 1, 2 ] 针对标准线性连

续系统和离散系统的极小极大控制问题进行了充分

讨论. 但随着广义系统理论的提出,以及实际工程问

题中普遍存在的时滞现象[3～ 5 ], 广义时滞系统极小

极大控制理论的研究显得十分必要.

　　 本文针对广义时滞系统, 利用文献 [ 1, 2 ] 中的

方法将极小极大控制器的问题归结为利用构造局部

检验函数来求解局部极小极大控制器的问题, 并确

立了局部极小极大控制器与整体极小极大控制器的

一致性. 极小极大控制器的未知反馈参数可根据文

献[ 6 ] 中的方法,利用求解线性矩阵不等式得到. 本

文还利用文献 [ 3, 4 ] 中的方法, 讨论了广义时滞系

统的容许性. 最后考虑系统不确定性的存在, 进一

步推广了上述结果,基于不确定性的范数有界性,研

究了极小极大鲁棒控制及鲁棒镇定的问题.

2　系统描述及预备知识
　　考虑如下广义时滞系统:

E xα( t) = A x ( t) + A d x ( t - Σ) +

　　　　B u ( t) + D Ξ( t) ; (1a)
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x ( t) = <( t) , t∈ [ - Σ, 0 ]. (1b)

其中: x ( t) ∈R n , u ( t) ∈R m , Ξ( t) ∈R l 分别为系统

的状态、控制输入和外部干扰;矩阵 E ∈R n×n 奇异,

且 rank (E ) < n; A ,A d ,B ,D 为已知给定的相应维数

的实常数阵; 式 (1b) 是系统的时滞相容条件, Σ> 0

为时间的延滞常数, <( t) 为相容连续函数.

针对系统 (1) ,考虑如下性能指标:

J (u , Ξ) =∫
∞

0
(ΝTQ Ν+ uT u - Χ2ΞT Ξ) d t, (2)

其中: ΝT = [x T ( t) , x T ( t - Σ) ]T ,Q = Q T ≥ 0, Χ为给
定的常数.

引理 1[3 ]　如果针对广义时滞系统

E xα( t) = A x ( t) + A d x ( t - Σ) ,

存在矩阵Q > 0和矩阵 P , 满足

E P T = P E T ≥ 0,

A P T + PA T + A d P TQ - 1PA T
d + Q < 0,

则称此系统为容许的 (正则、稳定、无脉冲).

3　主要结果
3. 1　广义时滞系统的情形

　　该部分的主要目的是针对广义时滞系统 (1) 设

计一个状态反馈控制器, 使得闭环系统容许且在最

坏的干扰下性能指标 (2) 的上界极小, 即

m in
u

m ax
Ξ

J (u , Ξ) =

x T (0) E TC x (0) +∫
0

- Σ
x T (s)Q 1x (s) ds. (3)

　　定理 1　对于给定的非负定对称矩阵Q 和常数

Χ> 0,若存在Q 1 = Q T
1 > 0且矩阵 Z 及对称矩阵 P

满足下列不等式:

E P T = P E T ≥ 0, (4a)

PA T + A P -

Z TB T - B Z + M 1

B D A d

B T - I 0 0

D T 0 - Χ2 I 0

A T
d 0 0 - Q 1

≤ 0,

(4b)

Χ- 2D D T - B B T < 0, (4c)

则系统 (1) 的极小极大控制器形式为 u = - B TC x ,

且其闭环系统是容许的. 控制器的未知反馈参数可

通过解不等式 (4b) 得到. 同时系统的性能指标上界

在最坏的干扰下达到极小, 即

m in
u

m ax
Ξ

J (u , Ξ) =

x T (0) E TC x (0) +∫
0

- Σ
x T (s)Q 1x (s) ds.

其中:M 1 = PQ 1P T , P = C - 1, Z = kP.

　　 证明　首先构造局部检验函数

Υ( t) = Vα+ uTu - Χ2ΞT Ξ, (5)

其中

V (x ( t) ) =

x T ( t) E TC x ( t) +∫
t

t- Σ
x T (s)Q 1x (s) ds,

Q 1 = Q T
1 > 0. (6)

利用条件 (4a) 以及文献[ 1, 2 ] 中常用的求极值的方

法,对式 (5) 分别关于Ξ, u进行极大化、极小化,可求

得局部最坏干扰和局部极小极大控制为

Ξ3 = Χ- 2D TCx ( t) , (7)

u 3 = - B TC x ( t). (8)

　　下面证明式 (8) 为系统 (1) 的极小极大控制器.

将式 (7) 和 (8) 代入 (5) ,整理并记为

m in
u

m ax
Ξ

Υ( t) =

ΝT

A TC + CA + Q 1 -

CB B TC + Χ- 2CD D TC
CA d

A T
d C - Q 1

Ν=

- ΝTQ Ν. (9)

为了保证Q = Q T ≥ 0,由文献[ 6 ] 中的 Schu r 补定

理,有下式成立:

A TC + CA -

kTB TC - CB k + Q 1

CB CD CA d

B TC - I 0 0

D TC 0 - Χ2 I 0

A T
d 0 0 - Q 1

≤ 0,

其中 k = B T P. 令P = C - 1且Z = kP ,对上式左乘右

乘X = diag (P , I , I , I ) ,得到式 (4b). 利用式 (4c) 以

及文献[ 6 ] 中的 Schu r补定理化简,有

[A - B B TC + Χ- 2D D TC ]TC +

C [A - B B TC + Χ- 2CD D TC ] +

CA dQ
- 1
1 A T

d C + Q 1 < 0. (10)

　　下面考虑由系统 (1) 和式 (7) , (8) 构成的闭环

系统,并将其记为

　　　E xα( t) =

　　　[A - B B TC + Χ- 2D D TC ]x ( t) +

　　　A d x ( t - Σ) = (11)

　　　A Cx ( t) + A d x ( t - Σ) , (12)

显然式 (10) 可写为

A T
CC + CA C + CA dQ

- 1
1 A T

d C + Q 1 < 0.

由 E TC = CE ≥ 0以及引理 2可知,闭环系统是容许

的. 由式 (5) 和 (9) ,有

m in
u

m ax
Ξ

J (u , Ξ) = -∫
∞

0
Vαd t =

- (x T ( t) E TCx ( t) +

∫
t

t- Σ
x T (s)Q 1x (s) ds)

∞

0
. (13)

由闭环系统的容许性可知, 广义时滞系统 (1) 是可
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稳定的,故 x (∞) = 0. 于是有

m in
u

m ax
Ξ

J (u , Ξ) =

x T (0) E TC x (0) +∫
0

- Σ
x T (s)Q 1x (s) ds.

因此,针对系统 (1) ,控制器 (8) 是使性能指标 (2) 的

上界达到极小的极小极大控制器, 控制器的未知参

数可由不等式 (4b) 和 k = Z P - 1 解出. □

3. 2　广义不确定时滞系统的情形

　　考虑不确定广义时滞系统

　　　E xα( t) =

　　　 (A + ∃A ) x ( t) + A d x ( t - Σ) +

　　　 (B + ∃B ) u ( t) + D Ξ( t) , (14a)

　　　x ( t) = <( t) , t∈ [ - Σ, 0 ]. (14b)

其中: x ( t) , u ( t) , Ξ( t) , E ,A ,A d ,B ,D , Σ> 0, <( t) 均

同系统 (1) 中定义. 假设不确定项 ∃A , ∃B 满足如下

范数有界条件:

∃A = H 1FN 1, ∃B = H 2FN 2. (15)

其中: F ∈ 2 , 2 = {F ûF T F ≤ I }; H 1, H 2,N 1,N 2为

已知给定的常数阵.

针对系统 (14) ,考虑如下形式的性能指标:

J (u ,W ) =

∫
∞

0
(ΝTQ (∃) Ν+ uTu - Χ2ΞT Ξ) d t. (16)

其中: Ν, Χ同式 (2) 中定义,Q (∃) 表示依赖于不确定

项 ∃A , ∃B ;W 代表干扰以及不确定性等摄动因素.

由式 (15) 构造辅助系统

　　　E xα( t) =

　　　A x ( t) + A d x ( t - Σ) + B u ( t) +

　　　D Ξ( t) + H 1v 1 ( t) + H 2v 2 ( t) , (17a)

　　　x ( t) = <( t) , t∈ [ - Σ, 0 ], (17b)

其中: v 1 ( t) = FN 1x ( t) , v 2 ( t) = FN 2u ( t). 显然系统

(17) 对应系统 (14) ,由式 (15) 和 2 的定义有
v T

1 v 1 ≤ x TN T
1N 1x , v T

2 v 2 ≤ uTN T
2N 2u. (18)

针对系统 (14) ,构造局部检验

Υ( t) = Vα+ uT u - Χ2ΞT Ξ -

Λ2
1v T

1 v 1 - Λ2
2v T

2 v 2, (19)

其中: Χ> 0, Λ1≠0, Λ2≠0是某些给定的常数. 构造

L uapunov函数

V (x ( t) ) =

x T ( t) E TC x ( t) +∫
t

t- Σ
x T (s)Q 2x (s) ds,

Q 2 = Q T
2 > 0.

针对式 (19) ,分别关于 v 2, v 1, Ξ进行极大化,得

v 3
2 = Λ- 2

2 H T
2C x , (20)

v 3
1 = Λ- 2

1 H T
1C x , (21)

Ξ3 = Χ- 2D TC x ( t). (22)

重复第 3. 1节的步骤将式 (20)～ (22) 代入 (19) ,利

用不等式 (18) 进行放缩变换后对其关于 u 取极小

化,得

u3 = - ( I + N T
2N 2) - 1B TC x ( t). (23)

将式 (23) 代回放缩变换后的表达式,将其记为

m in
u

m ax
W

(Vα+ uTu - Χ2ΞT Ξ) ≤

ΝT
A TC + CA + Q 2 + M� CA d

A T
d C - Q 2

Ν=

- ΝTQ Ν, (24)

其中:M� = x T (Λ- 2
1 CH 1H

T
1C + Λ- 2

2 CH 2H
T
2C + N T

1N 1

+ Χ- 2CD D TC - CB ( I + N T
2N 2) - 1B TC ) x.

引理 2[3 ]　针对广义时滞系统

E xα( t) =

(A + ∃A ) x ( t) + A d x ( t - Σ) + (B + ∃B ) u ( t) ,

如果存在线性状态反馈 u = - K x ,矩阵Q > 0和矩

阵 P 满足

E P T = P E T ≥ 0,

(A K + ∃A K ) P T + P (A K + ∃A K ) T +

A d P TQ - 1PA T
d + Q < 0,

则称此系统是广义二次可稳定的. 其中: A K = A +

B K , ∃A K = ∃A + ∃B K.

定理 2　对于给定的非负定对称矩阵Q 和常数

Χ> 0, Λ1≠ 0, Λ2≠ 0,若存在Q 2 = Q T
2 > 0,且矩阵

Z 和对称矩阵 P� 满足下列条件:

E P�T = P�E T ≥ 0, (25)

Λ- 2
1 H 1H

T
1 + Λ- 2

2 H 2H
T
2 + Χ- 2D D T -

B ( I + N T
2N 2) - 1B T < 0, (26)

Ω+ M 2 B P�N T
1

B T - ( I + N T
2N 2) 0

N 1P� 0 - I

H T
1 0 0

H T
2 0 0

D T 0 0

A T
d 0 0

→

←

H 1 H 2 D A d

0 0 0 0

0 0 0 0

- Λ2
1 0 0 0

0 - Λ2
2 0 0

0 0 - Χ2 0

0 0 0 - Q 2

≤ 0, (27)

则广义不确定时滞系统 (14) 是广义二次可稳定的,

且 u 3 = - ( I + N T
2N 2) - 1B TC x ( t) 为它的极小极大

控制器, 它的未知参数可通过解不等式 (27) 得到.

同时性能指标 (16) 的上界在最坏的干扰和不确定
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性下达到极小,即

m in
u

m ax
W

J (u , Ξ) =

x T (0) E TC x (0) +∫
0

- Σ
x T (s)Q 2x (s) ds, (28)

其中: 7 = P�A T + A P� - Z TB T - B Z T ,M 2 =

P�Q 2P�T , P� = C - 1, Z = K P�.

证明　首先考虑系统 (17) 在最坏的干扰和不

确定性下经线性反馈 (23) 构成的闭环系统,记为

　E xα( t) =

　[A + Λ- 2
1 H 1H

T
1C + Λ- 2

2 H 2H
T
2C + Χ- 2D D TC -

　B ( I + N T
2N 2) - 1B TC ]x + A d x ( t - Σ) =

　A�Cx ( t) + A d x ( t - Σ). (29)

为了保证Q = Q T ≥ 0,利用 Schu r补定理,有

5 + Q 2 CB N T
1

B TC - ( I + N T
2N 2) 0

N 1 0 - I

H T
1C 0 0

H T
2C 0 0

D TC 0 0

A T
d C 0 0

→

←

CH 1 CH 2 CD CA d

0 0 0 0

0 0 0 0

- Λ2
1 0 0 0

0 - Λ2
2 0 0

0 0 - Χ2 0

0 0 0 - Q 2

≤ 0,

其中 5 = A TC + CA - K TB TC - CB K T. 对上式左

乘右乘X� = diag (C - 1, I ,⋯, I ) ,令 P
� = C - 1且 Z =

K P�,则可得到式 (27). 由式 (26) 和 (27) 以及文献

[ 6 ] 中的 Schu r补定理,有

A
�T

CC + CA
�

C + CA dQ
- 1
2 A T

d C + Q 2 < 0.

由式 (25) 和引理 3可知,闭环系统 (29) 是广义二次

稳定的. 这样, 系统 (14) 是广义二次可稳定的, 故

x (∞) = 0,取Q (∃) = Q ,由式 (24) 有

m in
u

m ax
W

(ΝTQ (∃) Ν+ uTu - Χ2ΞT Ξ) = - Vα,

进而有

m in
u

m ax
W

J (u ,W ) =

x T (0) E TC x (0) +∫
0

- Σ
x T (s)Q 2x (s) ds. □

4　数值算例
　　下面给出数值算例,以检验本文设计控制器方

法的有效性. 针对系统 (1) ,考虑以下矩阵参数:

A =
- 2 0

- 1 1
,A d =

0. 2 0. 1

0. 3 0. 1
,

B =
0

1
,D =

1

0
, E =

1 0

0 0
,

Q =
1 0. 05

0. 05 1
,Q 1 =

1 0

0 2
.

应用文献[ 7 ] 中M atlab LM I Con tro l Too lbox 解线

性矩阵不等式 (4) ,得到如下解矩阵:

P =
4. 874 9 8. 333 3

8. 333 3 - 48. 960 1
,

Z = [ - 62. 073 8　 - 55. 576 7 ];

根据定理 1得到极小极大反馈控制器的参数矩阵

K = [ - 11. 365 5　 - 0. 800 2 ].

5　结　　语
　　本文将极小极大控制问题引入广义时滞系统,

给出了极小极大控制器存在条件和闭环系统容许的

充分条件以及设计方法. 广义时滞系统的极小极大

控制器参数可通过求解线性矩阵不等式得到.
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