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随机非线性系统鲁棒自适应控制的模块化设计
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(中国科学技术大学 自动化系, 合肥 230026)

摘　要: 将线性系统中基于估计的模块化设计思想推广到随机非线性系统的控制设计之中,基于 Itoδ微分规则和自

适应Back stepp ing算法,设计了全局依概率渐近稳定的输入状态稳定控制器. 根据无源性定理,设计了无源辨识器模

块,并确保扰动是有界的. 仿真结果表明了该控制算法的有效性.

关键词: W iener噪声; Itoδ微分规则; 依概率渐近稳定; 输入状态稳定; 无源辨识器

中图分类号: T P273　　　　文献标识码: A

M odular D esign of Robust Adaptive Con troller for Str ict-
feedback Stochastic Non l inear System s

W A N G J un , ZH A N G M ei, X I H ong 2sheng , CH EN G R ong

(D epartm ent of A utom ation, U niversity of Science and T echno logy of Ch ina, H efei 230026, Ch ina. Co rresponden t:

WAN G Jun, E2m ail: w angjun@ustc. edu. cn)
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adap tive con tro l design of strict2feedback stochastic non linear system s w ith addit ive W iener no ises and constan t

unknow n param eters. By using Itoδ′s differen tia t ion ru le and adap tive Back stepp ing p rocedure, an inpu t2to2sta te

stab ility con tro ller of global asymp to tic stab ilizat ion in p robab ility is developed. A cco rding to passive theo rem s, a
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1　引　　言
　　不确定非线性系统具有广泛的工程背景. 对于

这类系统, 常用的设计方法有基于L yapunov 型设

计[1～ 4 ]和基于估计的模块化设计[3, 4 ]. L yapunov 型

设计的特点是:一个L yapunov函数包含闭环系统的

全部状态,控制器和参数自适应律可同时获得;参数

自适应律的选择限定为L yapunov 型算法,设计比较

单调. 在线性系统中,因其特定值特性,可以使用分

离原理,使控制器和参数自适应律获得基于估计的

控制器2辨识器模块化设计,任意的镇定控制器都能

与辨识器结合在一起,当所有参数已知时,控制器模

块能镇定被控对象,辨识器模块依次确保独立于控

制器模块之外的特定有界特性. 这种设计比基于

L yapunov型设计内容更加丰富, 方法灵活.

文献[ 3, 4 ]将模块化设计思想推广到非线性系

统,本文把这种思想扩展到既有W iener 噪声扰动又

有未知定常参数的随机非线性系统的控制设计. 因

为基于估计的模块化设计应用于非线性系统的主要

障碍是不满足特定值特性,不能使用分离原理,所以

引入了输入状态稳定 ( ISS) 控制器[5 ] , 具有很强的

参数鲁棒稳定特性. 在未知参数存在的情况下,此控

制器可获得状态有界特性,在有界参数误差和时变
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参数估计的情况下均有界.

对于非线性系统, ISS 控制器适用于自适应控

制方案的模块化设计,能同任意标准的辨识器模块

结合在一起. 辨识器模块可以采用多种方法来设计.

文献[ 6 ]采用了梯度算法,本文采用误差系统无源化

设计 (也称基于观测器的无源化设计) ,设计了具有

严格无源特性的系统观测器和梯度型无源参数自适

应律. 文献[ 7 ]基于L yapunov型设计,研究了该系统

的最优控制问题.

2　系统与问题描述
2. 1　系统描述

考察下列参数严格反馈随机非线性系统:

dx i = x i+ 1d t + ΥT
i (xθ i) Ηd t + ΓT

i (xθ i) dw ,

dx n = ud t + ΥT
n (xθn) Ηd t + ΓT

n (xθn) dw ,

1≤ i≤ n - 1.

(1)

其中: x i是状态变量, xθ i = (x 1, x 2,⋯, x i) T , i = 1, 2,

⋯, n; u ∈ R 是输入信号 (R 表示实数集) ; Υi (xθ i) ∈

R p 和 Γi (xθ i) ∈ R r 是已知光滑非线性函数向量, 且

Υi (0) = 0, Γi (0) = 0; Η∈R p是未知参数常向量或未

知参数慢变向量,设Η的估计值为 Η
～

( t) ,则误差定义

为 Η
～

( t) = Η- Η
^

( t) ,由于参数估计 Η
^

( t) 的时变特

性,需要把 Η
～

( t) 和 Η
õ̂

( t) 看作扰动输入,设计系统的

ISS 控制器, 确保扰动有界时系统状态是有界的; w

是定义在概率空间 (8 , F , P ) 上的 r维相互独立的标

准W iener过程向量, 8 为样本空间, F 为 Ρ2代数, P

为概率测度, 因此 w 的统计特性是有界的, 即

E {w ( t) } = 0, E {dw dw T } = Id t, ,其中 I 是单位阵.

许多物理系统都可用该模型来描述,如 TO RA

系统[8 ] 和刚体飞船姿态控制[9 ] 等.

2. 2　依概率渐近稳定

为了研究系统 (1) ,考察如下随机非线性系统:

dx = f (x ) d t + g 1 (x ) dw . (2)

其中: x ∈ R n 是系统状态向量, 函数 f : R n → R n 和

g 1: R n → R n×r 是光滑的,w 如系统 (1) 所定义, f (0)

= 0, g 1 (0) = 0.

定义1[7 ]　称系统 (2) 的平衡点x = 0是全局依

概率稳定的, 如果对于 Π Ε> 0, 存在一类 K 函数

Χ(õ) 满足

P {ûx ( t) û < Χ(ûx 0û ) }≥ 1 - Ε,

Π t≥ 0, Π x 0 ∈R nø{0}.

称系统 (2) 的平衡点 x = 0是全局依概率渐近稳定

的,如果它是全局依概率稳定的,且

P = {lim
t→∞

ûx ( t) û = 0} = 1,

Π t≥ 0, Π x 0 ∈R nø{0}.

　　引理 1[2 ] (随机L aSalle2Yo sh izaw a 定理)　对

于随机系统 (2) , 假设存在正定、径向无界的二阶可

微且连续函数V (x ) 和连续非负函数W (x ) ≥ 0,使

得V (x ) 沿随机系统 (2) 的解对时间的变化率 (又称

函数V (x ) 的无穷小算子)L 为

L V (x ) : =

5V
5x

f (x ) +
1
2

T r g T
1

52V
5x 2 g 1 ≤- W (x ) ,

则系统 (2) 在平衡点 x = 0达到全局依概率一致稳

定,且有P {lim
t→∞

W (x ) = 0} = 1的渐近特性. 其中T r

表示矩阵的迹. 与确定性系统L yapunov函数微分表

达式不同的是, 式中增加了二阶微分项, 即二阶

H essian 矩阵函数.

引理 2[2 ] (Young 不等式)　对于任意两个向量

x , y ∈R n ,有如下不等式成立:

x T y ≤ Εp

p
ûx û p +

1
qΕq ûy û q.

其中: 常数 Ε> 0; 常数 p > 1, q > 1, 并满足 (p -

1) (q - 1) = 1.

注 1　û õ û p 表示有限维空间向量的 p 范数,若

没有 p , 则表示任意范数; 对于时间函数 u ( t) ,

‖u‖p 表示无限维函数空间 u 的 p 范数,常称为L p

范数.

问题是设计系统 (1) 以 Η
～

和 Η
õ̂
为输入的 ISS控

制器,并设计辨识器模块,确保 Η
～

和 Η
õ̂
是有界的.

3　 ISS控制器设计
　　 针对系统 (1) , 应用 Itoδ微分规则和自适应

Back stepp ing设计方法,设计系统 (1) 以 Η
～

和 Η
õ̂
为输

入的 ISS控制器. 取状态误差变量 z i和L yapunov函

数V (z ) 分别为

z i = x i - Αi- 1 (xθ i- 1, Η
^

) , i = 1, 2,⋯, n. (3)

V (z ) =
1
4∑

n

i= 1
z 4

i. (4)

　　令Α0 = 0. 因为原点是系统的平衡点,当 xθ i = 0

和 zλi = 0时,有Αi- 1 (xθ i- 1, Η
^

) = 0,其中 zλi = (z 1, z 2,

⋯, z i) T. 根据中值定理, Αi (xθ i, Η
^

) 和 Γi (xθ i) 可分别表

示为

Αi (xθ i, Η
^

) = ∑
i

k= 1
z k Αik (xθ i, Η

^
) , (5)

Γi (xθ i) = ∑
i

m = 1
x m Γim (xθ i) = ∑

i

m = 1
zm <im (xθ i, Η

^
). (6)

其中 Αik (xθ i, Η
^

) , Γim (xθ i) , <im (xθ i, Η
^

) 均为是光滑函数.

由 Itoδ微分规则以及系统 (1) 和式 (3) ,得

dz i = d (x i - Αi- 1) =
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[z i+ 1 + Αi + ΥT
i Η- ∑

i- 1

k= 1

5Αi- 1

5x k
(x k+ 1 + ΥT

k Η) -

1
2∑

i- 1

p , q= 1

52Αi- 1

5x p 5x q
ΓT

p Γq -
5Αi- 1

5Η
^ ]d t +

(ΓT
i - ∑

i- 1

l= 1

5Αi- 1

5x l
ΓT

l ) dw . (7)

其中: i = 1, 2,⋯, n ,并约定 z n+ 1 = 0, Αn = u. 由引理

1,并考虑到式 (6) 和 (7) ,函数V 沿系统 (1) 的解对

时间变化率为

L V =

z 3
n (u - ∑

n- 1

k= 1

5Αn- 1

5x k
x k+ 1 -

1
2∑

n- 1

p , q= 1

52Αn- 1

5x p 5x q
ΓT

p Γq +

ΞT
n Η-

5Αn- 1

5Η
^ Ηδ

õ

) + ∑
n- 1

i= 1
z 3

i z i+ 1 +

∑
n- 1

i= 1

z 3
i (Αi - ∑

i- 1

k= 1

5Αi- 1

5x k
x k+ 1 -

1
2∑

i- 1

p , q= 1

52Αi- 1

5x p 5x q
ΓT

p Γq + ΞT
i Η-

5Αi- 1

5Η
^ Ηδ

õ

) +

3
2∑

n

i= 1
z 2

i (∑
i

m = 1
zm Νim )

T

(∑
i

k= 1
z k Νik ). (8)

其中

Ξi (xθ i, Ηδ) = Υi - ∑
i- 1

k= 1

5Αi- 1

5x k
Υk ,

Νim = <im - ∑
i- 1

l= m

5Αi- 1

5x l
<lm ,

m = 1,⋯, i.

　　式 (8) 中第 2项应用引理 2,并令常数 Ε= 1,可

得

∑
n- 1

i= 1
z 3

i z i+ 1 ≤
3
4∑

n- 1

i= 1
z 4

i + ∑
n

i= 2

1
4

z 4
i. (9)

　　对式 (8) 中第 4项作如下变换:

3
2∑

n

i= 1

z 2
i (∑

i

m = 1

zm Νim )
T

(∑
i

k= 1

z k Νik ) ≤

3
4∑

n

i= 1
∑

i

m , k= 1
(z 4

i ûΝim û 4 +
1
2

z 4
m +

1
2

z 4
k ) =

3
4∑

n

i= 1
iz 4

i∑
i

m = 1
ûΝim û 4 +

3
8∑

n

i= 1

(n + i) (n + 1 - i) z 4
i.

(10)

　　上式利用了引理 2、交换求和顺序及求和指标

等手段. 将式 (9) 和 (10) 代入 (8) 得

L V ≤

z 3
n [u - ∑

n- 1

k= 1

5Αn- 1

5x k
x k+ 1 -

1
2∑

n- 1

p , q= 1

52Αn- 1

5x p 5x q
ΓT

p Γq +

ΞT
n Η-

5Αn- 1

5Η
^ Ηδ

õ

+
1
4

z n +

3n
4∑

n

m = 1
ûΝnm û 4z n +

3n
4

z n ] + z 3
1 [Α1 + ΥT

1 Η+

3
4

z 1 +
3
4

ûΝ11û 4z 1 +
3n
8

(n + 1) z 1 ] +

∑
n- 1

i= 2
z 3

i [Αi - ∑
i- 1

k= 1

5Αi- 1

5x k
x k+ 1 -

1
2∑

i- 1

p , q= 1

52Αi- 1

5x p 5x q
ΓT

p Γq + ΞT
i Η-

5Αi- 1

5Ηδ Ηδ
õ

+
3
4

z i +
1
4

z i +
3i
4∑

i

m = 1

ûΝim û 4z i +

3
8

(n + i) (n + 1 - i) z i ]. (11)

Α1, Αi, u 设计如下:

Α1 = - c1z 1 - s1z 1 - ΞT
1 Ηδ -

3
4

z 1 -

　　 3
4

ûΝ11û 4z 1 -
3n
8

(n + 1) z 1 -
1
4

z 1, (12)

Αi =

- z i- 1 - ciz i - siz i - ΞT
i Η

^
+

∑
i- 1

k= 1

5Αi- 1

5x k
x k+ 1 +

1
2∑

i- 1

p , q= 1

5Αi- 1

5x p 5x q
ΓT

p Γq -

3
4

z i -
1
4

z i -
3i
4∑

i

m = 1
ûΝim û 4z i -

3
8

(n + i) (n + 1 - i) z i -
1
4

z i -
3
4

z i, (13)

u =

- z n- 1 - cnz n - snz n - ΞT
n Ηδ+

∑
n- 1

k= 1

5Αn- 1

5x k
x k+ 1 +

1
2∑

n- 1

p , q= 1

52Αn- 1

5x p 5x q
ΓT

p Γq -

1
4

z n -
3n
4∑

n

m = 1
ûΝnm û 4z n -

3n
4

z n -
3
4

z n , (14)

si (xθ i, Η
^

) = ϑiûΞiû 2 + Ρi
5Αi- 1

5Ηδ
T 2

. (15)

其中 ci, ϑi, Ρi ( i = 1, 2,⋯, n ) 是任选的设计常数,满

足 ci >
1

8ϑi
+

1
8Ρi

. 将式 (12)～ (14) 代入 (11) ,利用

引理 2,得

L V ≤

- c∑
n

i= 1
z 4

i + ∑
n

i= 1

1
8ϑi

ûΗυû 4 + ∑
n

i= 1

1
8Ρi

ûΗδ
õ

û 4.

其中 c = m in
1≤i≤n

(ci - 1ö8ϑi - 1ö8Ρi). 可整理为

L V ≤- cûz û 4
4 +

1
8 ( 1

ϑ û Η
～

û 4 +
1
Ρ ûΗδ

õ

û 4). (16)

其中

ûz û 4 = (∑
i

z 4
i )

1ö4
, ϑ= (∑

n

i= 1

1
ϑi

)
- 1

,

Ρ = (∑
n

i= 2

1
Ρi

)
- 1

.
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　　由P ropo sit ion Î . 4[5 ]和式 (16) ,可得闭环系统

(1) 和 (14) 对于扰动 Ηυ和 Ηδ
õ

是 ISS的. 将式 (12)～

(14) 代入 (7) ,得到闭环状态误差系统

dz = A z (z , Ηδ, t) z d t + W T (z , Ηδ, t) Η
～

d t +

Q T (z , Ηδ, t) Ηδ
õ

d t + W{ T (z , Ηδ, t) dw . (17)

其中: z ∈R n ,且

　A z =

- c1 - s1 - Κ1 1

- 1 - c2 - s2 - Κ2

0 - 1

� �
0 0

→

←

⋯ 0

ω �
ω 0

ω 1

⋯ - cn - sn - Κn

,

Κ1 = 1+
3
4

ûΝ11û 4 +
3n
8

(n + 1) ,

Κi = 2+
3i
4∑

i

m = 1

ûΝim û 4 +
3
8

(n + i) (n + 1 - i) ,

Κn = 1+
3n
4∑

n

m = 1
ûΝnm û 4 +

3n
4

,

W T =

ΞT
1

ΞT
2

�

ΞT
n

∈R n×p ,W{ T =

Ξ�T
1

Ξ�T
2

�

Ξ�T
n

∈R n×r,

Q T =

0

-
5Α1

5Ηδ

�

-
5Αn- 1

5Ηδ

∈R n×p ,

Ξ�i = Γi - ∑
i- 1

l= 1

5Αi- 1

5x l
Γl.

　　定理 1　系统 (17) 具有下列输入状态稳定特

性:如果 Ηυ, Ηδ
õ

∈L ∞ [ 0, tf ) ,则 z , x ∈L ∞ [ 0, tf ) ,且

E {ûz ( t) û 4
4}≤ 1

8cϑ‖Ηυ‖4
∞ +

1
8cΡ‖Ηδ

õ

‖4
∞ +

ûz (0) û 4
4e- 4ct. (18)

　　证明　由文献[ 2 ] 中定理 3. 4,有

d
d t{E ( 1

4∑z 4
i ) } = E {L V }.

式 (16) 两边乘以 e4ct,在[ 0, t ] 上积分可得

E {ûz ( t) û 4
4}≤ 1

8cϑ‖Ηυ‖4
∞ +

1
8cΡ‖Ηδ

õ

‖4
∞ +

ûz (0) û 4
4e- 4ct.

这就证明了 z∈L ∞ [ 0, tf ) 和式 (18). 另外,由式 (12)

～ (14) 可以看出,坐标变换 (3) 中的Αi是光滑、有界

的,其逆变换也是光滑、有界的,故 x ∈L ∞ [ 0, tf ). □

4　无源辨识器模块设计
　　 为了保证辨识器模块 Ηυ的有界性, 考虑如图 1

所示的负反馈联结,它由无源传递矩阵 # ös (其中 #
= # T > 0) 和非线性系统 2 z组成. 系统 2 z的输入是

Ηυ, 输出是 Σ. 由文献[ 3 ],设计非线性系统 2 z 是严格

无源的,则图 1 互联系统是严格无源的, 于是, 互联

系统的原点平衡点是全局一致稳定的. 为了保证 Ηυ

的有界性,令 Ηυ
õ

= - Ηδ
õ

= - # Σ.

图 1　无源系统的负反馈联结

　　下面利用观测器来设计系统 2 z. 对系统 (17) 设

计如下观测器:

zδ
õ

= A z (z , Ηδ, t) z
δ + Q T (z , Ηδ, t) Ηδ

õ

. (19)

定义观测器误差 Ε= z - zδ,则

dΕ= A z (z , Η
^

, t) Εd t + W T (z , Ηδ, t) Ηυd t +

W{ T (z , Ηδ, t) dw . (20)

　　取V =
1
4

ûΕû 4,根据式 (17) 中A z 的结构形式,

并考虑到 si > 0,V 的无穷小算子L 为

L V = L ( 1
4

ûΕû 4) ≤

- c0ûΕû 4 + ûΕû 2ΕTW T (z , Ηδ, t) Ηυ.
其中: c0 = m in

1≤i≤n
ci,A z中的Κi项与H essian项对消. 上

式[ 0, t ] 在上积分,有

∫
t

0
(W Ε3) T ΗυdΣ≥

1
4

ûΕ( t) û 4 -
1
4

ûΕ(0) û 4 + c0∫
t

0
ûΕ(Σ) û 4dΣ.

　　 由文献[ 3 ] 可知上式具有严格无源特性, 即从

输入 Ηυ到输出W Ε3 是严格无源的, 因此设计 Ηυ
õ

=

- #W Ε3,即

Ηδ
õ

= #W Ε3. (21)

　　定理 2　假定闭环系统 (17) , (20) , (21) 的解

定义在[ 0, tf ) 上,则下列无源辨识器特性成立:

1) Ηυ, Ηδ
õ

∈L ∞ [ 0, tf ) ;

2) Ε∈L 2 [ 0, tf ) ∩L ∞ [ 0, tf ).

证明　引入一个L yapunov函数
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V =
1
2

ΗυT # - 1Ηυ+
1
4

ûΕû 4,

V 函数沿着系统 (20) 和 (21) 的解,其无穷小算子L

为

L V ≤- c0ûΕû 4 - ∑
n

i= 1
ϑiûΞiû 2Ε4

i. (22)

Vα的非正定性说明 Ηυ∈L ∞ [ 0, tf ) , Ε∈L ∞ [ 0, tf ). 对

上式进一步放大,两边积分得

c0∫
t

0
ûΕû 4dΣ≤-∫

t

0
VαdΣ≤

V (0) - V ( t) ≤V (0) < ∞.

这就证明了 Ε∈L 2 [ 0, tf ). 另外,由式 (21) 可得 Ηδ
õ

∈

L ∞ [ 0, tf ). □

可以看出,辨识器方程的解是有界的,而且这个

界与 tf 无关,因此是一致有界的. 由定理 1和定理 2,

系统状态是有界的,并有下列渐近特性:

定理 3　由系统 (1)、控制器 (14)、观测器 (19)、

参数自适应律 (21) 组成的闭环系统,所有信号都是

全局一致有界的,原点平衡点 z = 0, Ε= 0是依概率

全局一致稳定的,且有下列渐近特性: P {lim
t→∞

Ε( t) =

0} = 1, P {lim
t→∞

z ( t) = 0} = 1, P {lim
t→∞

x ( t) = 0} = 1.

证明　在系统 (1) 中,非线性函数是光滑的,所

以式 (1) , (14) , (19) , (21) 组成的闭环系统的解存

在且唯一,假定解存在的最大区间是[ 0, tf ). 由定理

2 可知, Ηυ, Ηδ
õ

∈L ∞ [ 0, tf ) , 根据定理 1, z , x ∈ L ∞ [ 0,

tf ) ;由定理 2, Ε∈L ∞ [ 0, tf ) ,由观测误差定义 Ε= z

- z
δ,知 z

δ∈L ∞ [ 0, tf ). 以上证明了所有信号都是全

局有界的,且这个界只依赖于初始条件、设计常数和

扰动界,而与 tf 无关,即可以取 tf = ∞,因此所有信

号都是全局一致有界的.

从式 (22) 和引理 1可以看出, P {lim
t→∞

Ε( t) = 0}

= 1, lim
t→∞

Ηυ( t) 是有限的且等于某一常数. 对于观测

器 (19) ,引入一个L yapunov函数V =
1
4

ûz
δû 4,函数

V 沿式 (19) 的解对时间的变化率为

Vα=

- ∑
n

i= 1
(ci + ϑiûΞiû 2 + Ρi

5Αi- 1

5Ηδ
T 2

+ Κi) zδ4
i -

∑
n

i= 1
zδ3

i

5Αi- 1

5Ηδ
Ηδ
õ

≤- cγûzδû 4
4 +

1
8ΡûΗδ

õ

û 4.

其中 cγ = m in
1≤i≤n

(ci -
1

8Ρi
).

上式变换利用了引理 2. 由文献[ 3 ]可得lim
t→∞

zδ( t)

= 0. 由于 z = zδ - Ε,所以 P {lim
t→∞

z ( t) = 0} = 1. 因

为 Υi (0) = 0, i = 1, 2,⋯, n , x = 0,当且仅当 z = 0

时,有 P {lim
t→∞

x ( t) = 0} = 1. □

5　仿真实例
　　考察下列二阶随机例系统:

dx 1 = x 2d t + x 3
1Ηd t +

1
2

x 2
1dΞ,

dx 2 = ud t + (x 2
1 + x 2) Ηd t.

　　根据前述算法,可计算虚拟控制Α1和控制 u. 常

数ϑ1, ϑ2, Ρ2均取1,令c1 = 1. 375, c2 = 1. 675, # = I ,

并设初始条件 x 1 (0) = - 0. 5, x 2 (0) = 0. 5, Ηδ(0) =

0, Ε(0) = 0,参数真值Η= 1. 由M A TLAB语言编程

仿真,闭环系统状态及控制仿真结果如图 2所示,估

计的系统参数仿真结果如图 3 所示. 从图 2 可以看

出, 随机系统 (1) 在控制策略 (14) 和参数自适应律

(21) 的作用下, 系统状态趋于平衡点, 说明闭环随

机系统依概率渐近稳定. 从图 3可以看出,参数估计

的稳定值不是参数的真值, 这是因为系统不存在持

续激励.

(a)　系统状态仿真结果

(b)　控制仿真结果

图 2　系统状态与控制仿真结果

图 3　系统参数估计仿真结果
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6　结　　语
　　本文将线性系统中基于估计的模块化设计思想

推广到严格反馈随机非线性系统的控制设计,设计

了全局依概率渐近稳定、对应于扰动Ηυ和Ηδ
·

的 ISS 控

制器,具有很强的参数鲁棒稳定特性,保证当扰动有

界时状态是有界的. 根据无源性定理,设计了无源辨

识器模块,确保扰动Ηυ和 Ηδ
·

是有界的. 进一步研究的

问题是: 这样设计的 Ηδ
·

是否均方可积和系统的性能

如何估计.
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