
第20卷 第11期
V o l. 20 N o. 11

　控　制　与　决　策
　　Con trol and D ecision　

2005年11月
　 N ov. 2005

　　收稿日期: 2004211208; 修回日期: 2005201207.

　　基金项目: 国家自然科学基金项目 (60574023).

　　作者简介: 唐功友 (1953—) ,男,山东烟台人,教授,博士生导师,从事控制理论与应用、计算机控制等研究; 刘毅敏

(1976—) ,女,四川米易人,博士生,从事时滞与非线性系统的分析和综合的研究.

　　文章编号: 100120920 (2005) 1121279204

时滞离散系统最优输出跟踪控制的灵敏度法

唐功友, 刘毅敏
(中国海洋大学 信息科学与工程学院, 山东 青岛 266071)

摘　要: 针对具有有限时间二次型性能指标的时滞离散系统,研究了最优输出跟踪控制问题. 通过引入一个灵敏度

参数, 将原最优输出跟踪控制问题转化为不含超前项和时滞项的一族两点边值问题. 得到的最优输出跟踪控制律由

状态向量的线性解析函数和伴随向量级数形式的补偿项组成,其解析函数由一次性求解R iccati矩阵差分方程和矩

阵差分方程得到, 补偿项由求解伴随向量差分方程的递推公式得到. 仿真结果表明了该方法的有效性.
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Abstract: T he op tim al track ing con tro l fo r discrete t im e2delay system s w ith fin ite t im e quadratic perfo rm ance index

is considered. By in troducing a sensit ivity param eter, the o riginal op tim al ou tpu t track ing con tro l p rob lem is

transfo rm ed in to a series of tw o2po in t boundary value p rob lem s w ithou t t im e2advance o r t im e2delay term s. T he

op tim al con tro l law obtained consists of linear analytic functions and a compensation term w h ich is a series sum of

the adjo in t vecto rs. T he analytic functions can be found by so lving a R iccatim atrix difference equation and a m atrix

difference equation. T he compensation term can be ob tained by a recursion fo rm ula that so lves adjo in t vecto r

equations. Sim ulation examp les are emp loyed to test the validity of the p resen ted algo rithm.
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1　引　　言
　　在实际的控制系统中, 时滞现象普遍存在. 时

滞系统的最优控制一直受到科技工作者的重视, 无

论在理论上还是在应用中都取得了若干成果[1～ 4 ].

随着计算机技术的发展, 离散系统控制理论和技术

受到人们的广泛关注, 时滞离散系统的最优控制问

题成为重要的研究领域[5～ 7 ]. 虽然时滞离散系统可

以经过扩维变为无时滞系统来研究,但是对于系统

阶数较高和 (或)时滞较大的系统, 扩维后可能使系

统的阶数变得很高, 从而引起“维数灾难”问题. 时

滞系统二次型性能指标的最优控制问题, 往往导致

求解既含有超前项又含有时滞项的两点边值问题,

直接求时滞系统最优控制律的精确解是非常困难

的,因此求解时滞系统的近似最优控制律是研究工

作者追求的目标之一. 近年来, 非线性和 (或)时滞

系统的最优控制近似方法和最优输出跟踪问题的研

究均取得了较好的结果[4～ 10 ].

本文针对具有有限时间二次型性能指标的时滞

离散系统,研究最优输出跟踪控制律的近似设计方

法. 首先通过引入灵敏度参数 Ε,将系统变量在Ε= 0

处展开M aclau rin 级数, 从而将原最优输出跟踪控

制问题化为不含超前项和时滞项的一族两点边值问



题;然后通过递阶求解两点边值问题族,得到由线性

解析函数和级数形式补偿项组成的最优输出跟踪控

制律,解析项由一次性求解R iccat i矩阵差分方程和

矩阵差分方程得到, 补偿项由求解伴随向量差分方

程的递推公式得到; 最后用仿真例子验证了该方法

的有效性.

2　问题描述
　　考虑如下带状态时滞的线性离散系统:

x (k + 1) = A x (k ) + A 1x (k - Σ) + B u (k ) ,

x (k ) = Υ(k ) , k = - Σ, - Σ+ 1,⋯, 0,

y (k ) = C x (k ).

(1)

其中: x ∈R n , u∈R r和 y ∈R m 分别是状态向量、控

制向量和输出向量; A ,A 1,B 和 C 是适当维数的常

量矩阵; Σ是正整数时滞; Υ(k ) 是已知初始状态向量

函数. 设系统 (1) 的输出 y 所要跟踪的期望输出 yζ由
如下外系统描述:

z (k + 1) = F z (k ) ,

z (0) = z 0,

yζ (k ) = H z (k ).

(2)

其中: z ∈R n , yζ∈R m , F 和H 是适当维数的常量矩

阵, z 0 是初始向量.

取有限时域的二次型性能指标

J =
1
2 {eT (N )Q f e (N ) +

∑
N - 1

k= 0
[eT (k )Q e (k ) + uT (k )R u (k ) ]}. (3)

其中: e (k ) 为系统的输出误差,即

e (k ) = yζ (k ) - y (k ) ; (4)

加权阵Q 和Q f 为半正定矩阵, R 为正定矩阵. 输出

最优的输出跟踪问题就是寻找一个控制 u3 (k ) , 使

性能指标 (3) 取最小值.

根据极大值原理得到的最优输出跟踪控制的必

要条件可知, 系统 (1) 关于性能指标 (3) 的最优输

出跟踪控制律可表达为

u (k ) = - R - 1B T Κ(k + 1). (5)

其中 Κ(k + 1) 为以下两点边值问题的解:

x (k + 1) = A x (k ) + A 1x (k - Σ) + B u (k ) ,

Κ(k ) =

C TQ C x (k ) - C TQ H z (k ) +

A T Κ(k + 1) + A T
1 Κ(k + Σ+ 1) ,

k = 0, 1,⋯,N - 1 - Σ;

C TQ C x (k ) - C TQ H z (k ) + A T Κ(k + 1) ,

k = N - Σ,N - Σ+ 1,⋯,N - 1,

x (k ) = Υ(k ) , k = - Σ, - Σ+ 1,⋯, 0,

Κ(N ) = C TQ f Cx (N ) - C TQ f H z (N ). (6)

由于两点边值问题 (6) 中既含时滞项又含时间超前

项,求解其解析解十分困难.

本文的目的是用灵敏度法求既含时滞项又含时

间超前项两点边值问题 (6) 的近似解.

3　主要结果
　　引入灵敏度参数 Ε, 构造含有灵敏度参数 Ε的
两点边值问题

x (k + 1, Ε) =

A x (k , Ε) + ΕA 1x (k - Σ, Ε) + B u (k , Ε) ,

Κ(k , Ε) =

C TQ C x (k , Ε) - C TQ H z (k ) +

A T Κ(k + 1, Ε) + ΕA T
1 Κ(k + Σ+ 1, Ε) ,

k = 0, 1,⋯,N - 1 - Σ;

C TQ C x (k , Ε) - C TQ H z (k ) + A T Κ(k + 1, Ε) ,

k = N - Σ,N - Σ+ 1,⋯,N - 1,

x (k , Ε) = Υ(k ) , k = - Σ, - Σ+ 1,⋯, 0,

Κ(N , Ε) = C TQ f Cx (N , Ε) - C TQ f H z (N ) , (7)

以及含有灵敏度参数 Ε的控制律
u (k , Ε) = - R - 1B T Κ(k + 1, Ε). (8)

　　显然,当 Ε= 1时, 含有灵敏度参数 Ε的两点边
值问题 (7) 和控制律 (8) 分别等价于确定原系统最

优输出跟踪控制的两点边值问题 (6) 和最优输出跟

踪控制律 (5). 假设 x (k , Ε) , Κ(k , Ε) 和 u (k , Ε) 在 Ε=

0处无限可微, 则它们的M aclau rin 级数可描述为

x (k , Ε) = ∑
∞

i= 0

Εi

i!
x

( i) (k ) ,

u (k , Ε) = ∑
∞

i= 0

Εi

i!
u

( i) (k ) ,

Κ(k , Ε) = ∑
∞

i= 0

Εi

i!
Κ( i) (k ).

(9)

其中上标 ( i) 表示在 Ε= 0处关于 Ε的 i阶导数. 在

下面的讨论中, 假设式 (8) 中的级数在 Ε= 1 处收

敛.

下面给出求解式 (9) 第2式中级数的第 i ( i = 0,

1,⋯) 项 u
( i) (k ) 的递推算法. 将式 (9) 代入 (7) 和

(8) , 比较各等号两边 Ε同次项的系数, 得

x
( i) (k + 1) = A x

( i) (k ) + B u
( i) (k ) + d

( i) (k ) ,

Κ( i) (k ) =

C TQ C x
( i) (k ) - [ 1 - sgn ( i) ]C TQ H z (k ) +

A T Κ( i) (k + 1) + f
( i) (k ) ,

x
( i) (k ) = [ 1 - sgn ( i) ]Υ(k ) ,

k = - Σ, - Σ+ 1,⋯, 0,

Κ( i) (N ) = C TQ f C x
( i) (N ) -

　　　　[ 1 - sgn ( i) ]C TQ f H z (N ) , (10)

u
( i) (k ) = - R - 1B T Κ( i) (k + 1). (11)
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其中

sgn ( i) =
0, i = 0;

1, i = 1, 2,⋯.

d
( i) (k ) = iA 1x

( i- 1) (k - Σ).

f
( i) (k ) =

iA T
1 Κ( i- 1) (k + Σ+ 1) ,

k = 0, 1,⋯,N - 1 - Σ;
0, k = N - Σ,N - Σ+ 1,⋯,N - 1.

(12)

令

Κ( i) (k ) =

P (k ) x
( i) (k ) + [ 1 - sgn ( i) ]P 1 (k ) z (k ) +

sgn ( i) g
( i) (k ). (13)

将式 (13) 分别代入式 (11) 和 (10) 得

u
( i) (k ) =

- S (k ) - 1B T [P (k + 1)A x
( i) (k ) +

[ 1 - sgn ( i) ]P 1 (k + 1) F z (k ) +

P (k + 1) d
( i) (k ) + sgn ( i) g

( i) (k + 1) ], (14)

x
( i) (k + 1) =

[ I - T (k ) P (k + 1) ]A x
( i) (k ) -

[ 1 - sgn ( i) ]T (k ) P 1 (k + 1) F z (k ) +

[ 1 - T (k ) P (k + 1) ]d
( i) (k ) -

sgn ( i) T (k ) g
( i) (k + 1). (15)

其中

S (k ) = R + B TP (k + 1)B ,

T (k ) = B S (k ) - 1B T. (16)

　　P (k ) 是下列R icca t i矩阵差分方程的唯一半正

定解:

P (k ) = C TQ C + A TP (k + 1)A -

　 　　 A T P (k + 1) T (k ) P (k + 1)A ,

P (N ) = C TQ f C. (17)

　　P 1 (k ) 是下列矩阵差分方程的解:

P 1 (k ) = - C TQ H + A T P (k + 1) T (k ) P 1 (k +

　　 　 1) F + A TP 1 (k + 1) F ,

P 1 (N ) = - C TQ f H . (18)

　　g
( i) (k ) 是下列伴随差分方程的解:

g
( i) (k ) =

A T [ I - P (k + 1) T (k ) ]g
( i) (k + 1) +

A T [ I - P (k + 1) T (k ) ]P (k +

1) d
( i) (k ) + f

( i) (k ) ,

g
( i) (N ) = 0. (19)

将式 (19) 代入 (9) 的第 2式并令 Ε= 1,得最优输出

跟踪控制律

u3 (k ) = - S (k ) - 1B T [P (k + 1) (A x (k ) +

A 1x (k - Σ) ) + P 1 (k + 1) F z (k ) +

∑
∞

i= 1

1
i!

g
( i) (k + 1) ]. 　　　　　 (20)

　　注 1　最优输出跟踪控制律 (20) 中的无穷级

数∑
∞

i= 1

1
i!

g
( i) (k + 1) 一般是不可能精确求出的. 在

实际应用中,常用一个有限正整数M 近似取代∞,

从而得到一个近似最优输出跟踪控制律 (M 阶次优

跟踪控制律)

uM (k ) = - S (k ) - 1B T [P (k + 1) (A x (k ) +

A 1x (k - Σ) ) + P 1 (k + 1) F z (k ) +

∑
M

i= 1

1
i!

g
( i) (k + 1) ]. (21)

　　由式 (21) 可以得到求解M 阶次优跟踪控制律

的递推算法

u 0 (k ) = - S (k ) - 1B T [P (k + 1) (A x (k ) +

A 1x (k - Σ) ) + P 1 (k + 1) F z (k ) ],

u i (k ) = u i- 1 (k ) -
1
i!

S (k ) - 1B T g
( i) (k + 1) ,

i = 1, 2,⋯,M . (22)

　　在实际应用中,可以根据具体工艺控制精度要

求确定M 的取值. 下面根据性能指标的相对精度标

准给出一种求解M 阶次优跟踪控制律的实用算法.

算法 1 (次优跟踪控制律 (21) 的计算过程)

Step 1: 由式 (2) 求出期望输出 yζ (k ) ,分别由式

(17) 和 (18) 求出 P (k ) 和 P 1 (k ) , 由式 (22) 的第 1

式求出 u 0 (k ) ,将 u 0 (k ) 代入系统 (1) 得到闭环系统,

并由式 (4) 求出 e (k ). 由下式计算 J 0:

J 0 =

1
2 {eT (N )Q f e (N ) + ∑

N - 1

k= 0
[eT (k )Q e (k ) +

uT
0 (k )R u 0 (k ) ]}. (23)

给定 Ρ > 0, 令M = 0, i = 1.

Step 2: 由式 (19) 求出 g
( i) ,式 (22) 求出 u i (k ) ,

将 u i (k ) 代入系统 (1) 得到闭环系统, 并由式 (4) 求

出 e (k ).

Step 3: 令M = i, 并由下式计算 J M :

J M =

1
2 {eT (N )Q f e (N ) + ∑

N - 1

k= 0
[eT (k )Q e (k ) +

uT
M (k )R uM (k ) ]}. (24)

　　Step 4: 若 û (J M - J M - 1) öJ M û < Ρ, 则输出

uM (k ) , 结束. 否则, 由式 (15) 计算 x
( i) (k ) , 令 i = i

+ 1,转至 Step 2.
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4　实例仿真
　　考虑由式 (1) 和 (2) 描述的二阶时滞离散系统

和参考输入外系统, 其中

A =
1 0. 1

- 0. 2 0. 9
, A 1 =

0 0

1 0. 3
,

B =
0

0. 25
, Υ(k ) =

0. 5

0
,

C = [ 3　0 ], F =
0. 95 0. 1

- 0. 2 0. 8
,

z (0) =
1

0
, H = [ 1　0 ].

性能指标选取为

J = 4e2 (200) +
1
2∑

199

k= 0
[ 8e2 (k ) + u 2 (k ) ].

选取控制精度 Ρ = 0. 01, 当 û (J i - J i- 1) öJ iû < Ρ
时, 认为已获得满足精度要求的最优输出跟踪控制

律.

情形 1　当 Σ= 5时, 系统输出误差 e (k ) 和控

制变量u ( k )的仿真曲线如图1所示 , 性能指标如

表 1所示.

(a)　系统输出误差曲线

(b)　控制变量曲线

图 1　Σ = 5时系统的仿真曲线

表 1　Σ = 5时各阶性能指标值及控制精度

叠加次数 i 0 1 2 3 4 5 6 7

性能指标 J i 85. 261 80. 605 56. 157 34. 226 33. 467 33. 174 33. 172 33. 17133. 171

ûJ i - J i- 1) öJ iû 0. 058 0. 435 0. 641 0. 023 0. 009 0. 000 06 0. 000 03

　　由表 1可以看出 J 1 > J 2 > ⋯ > J 7,即性能指

标值随叠加次数增加而减小, 并趋于一个稳定的最

优性能指标 J 3 . 由图 1也可以看出随着叠加次数增

加,性能指标相对误差逐渐减小. 当 i = 5时,满足控

制精度要求,因此可以认为 u5 ( t) 为近似最优输出跟

踪控制律.

情形 2　当时滞 Σ取不同值达到要求的控制精
度时, 叠加次数M 和对应性能指标J 3 如表 2所示.

表 2　时滞 Σ取不同值时各阶性能指标值及控制精度

时滞 Σ 1 5 10 15 30 50

叠加

次数M
4 5 7 10 11 11

性能

指标 J 3
21. 853 33. 171 43. 995 65. 216 113. 84 179. 12

　　由表 2可以看出,随着时滞的增加,求解最优控

制的叠加次数增大,控制质量变差. 但当时滞增加到

一定数值后,叠加次数不再变化.

从以上两种情形的仿真结果看, 在不同时滞时

本文算法都是有效的;即使对于大时滞系统,本文算

法的计算量仍然很小.

5　结　　论
　　本文针对线性时滞离散系统的最优输出跟踪控

制问题,提出了一种灵敏度设计算法. 该算法避免了

直接求解既含有超前项又含有时滞项的两点边值问

题. 利用灵敏度设计算法求解时滞离散系统的近似

最优输出跟踪控制律计算量较小,且实现较容易.
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X =

7. 5 - 19. 99 65. 09

- 19. 99 57. 307 - 184. 85

65. 09 - 184. 85 846. 614

.

　　由稳态协方差和输出方差的关系,可得输出方

差为 7. 5 m il. 在初始条件 x = [ 10　0　0 ]T ,白噪声

输入下,系统输出响应如图 2所示.

图 2　白噪声输入下系统输出响应

6　结　　论
　　本文利用极点和协方差相容控制理论, 采用

LM I方法进行随机系统的变结构控制设计. 最后通

过车载火控系统的应用实例计算,给出了该方法在

实际工程中的应用领域.
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