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极点和方差约束在变结构控制中的应用策略
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摘　要: 利用线性矩阵不等式方法,研究极点和方差约束在随机系统变结构控制设计中的应用策略. 采用单位向量

控制方法,给出由线性和非线性组成的控制器,线性部分控制器设计时采用同时满足闭环系统的极点和方差性能指

标约束的方法,非线性部分保证系统能够在有限时间内从初始位置到达切换面. 最后给出了该方法在车载火控系统

中的应用实例.
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Abstract: A variab le structu re con tro ller is designed fo r linear stochastic system s via linear m atrix inequality

m ethod. T he sliding surface is calcu la ted to ensure that the po les of the clo sed2loop sub2system are allocated in

specified secto r region. T he un it vecto r con tro l is in troduced to design the con tro ller that consists of linear and

nonlinear po rt ion. T he non linear po rt ion guaran tees the system to reach the sliding surface in fin ite t im e and the

linear po rt ion m akes the system satisfy the constra in ts of m ult ip le indices of the clo sed2loop system. A num eric

examp le is given to show the effectiveness of the p ropo sed app roach.
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1　引　　言
　　随机系统变结构控制的研究面临较多困难和挑

战, 但目前已经取得了一些进展[1～ 4 ]. 文献 [ 1 ]初步

研究了随机系统变结构控制的行为特征,引出滑动

运动带的概念. [ 2 ]给出随机系统在变结构控制律作

用下,满足滑模可达性条件和平衡态的均方渐近稳

定条件. [ 3, 4 ]研究连续随机系统的约束方差变结构

控制,提出预先设计滑模面的思想,并在设计中引入

积分运算,使得随机系统的变结构控制变为确定性

系统的变结构控制. 在随机干扰噪声不可避免的应

用系统中,给定的滑模面将成为随机超平面[3 ]. 该平

面的数学期望为零,但方差可以估计,随机滑模面在

切换面估计方差的范围内变动.

在随机控制系统中,区域极点指标和稳态状态

方差 (或稳态输出方差)指标是两类重要的性能指

标,分别表明了闭环控制系统的快速性和一类随机

控制系统的稳态性能. 在Skelton 提出的协方差控制

的基础上,该理论已经获得广泛的研究,并取得了一

系列研究成果,如利用线性矩阵不等式 (LM I)方法

研究了极点和方差约束下定常状态反馈控制和周期

系统的滤波估计[5, 6 ].

本文研究极点和方差约束在变结构控制系统设



计中的应用问题. 在最终滑动模态的控制设计中,保

证系统滑模上有满足要求的方差,同时极点配置在

指定的扇形区域. 非线性部分采用单位向量控制,保

证系统能够在有限时间内从初始位置到达切换面.

最后将该方法应用于某型号车载武器火力控制,在

要求的稳态输出方差和极点指标下设计控制器.

2　问题描述
　　考虑如下状态方程所描述的线性随机系统:

xα( t) = A x ( t) + B u ( t) + D w ( t) ,

y ( t) = C x ( t).
(1)

其中: x ( t) ∈R nx 为状态; u ( t) ∈R nu 为控制输入; A

∈R n×n , C和D 为适维矩阵,B 为列满秩,w ( t) ∈R nw

且 ûw ( t) û < M 为上下界已知的随机扰动, 为零均

值高斯白噪声过程, 其强度为W > 0, 初始状态

x (0) 与w ( t) 不相关.

变结构控制的形式为

u ( t) = uL (x , t) + uN (x , t) , (2)

其中uL (x , t) = L x ( t) 是线性状态反馈,同线性系统

中的状态反馈一样,但它决定着系统的最终特性. 若

系统 (1) 在式 (2) 的u ( t) 控制下渐近稳定,则稳态状

态协方差矩阵X 和输出方差 Y 存在

X = lim
t→∞

X ( t) = lim
t→∞

E [x ( t) x ( t) T ],

Y = CX C T.

可以看出,只要求出X ,就能得到 Y.

3　控制器线性部分设计

　　 设 (A ,B ) 可控,B =
B 1

B 2

,D =
D 1

D 2

,B 2 为

m ×m 非奇异阵. 存在 n × n 非奇异矩阵 T =

I n- m - B 1B
- 1
2

0 Im

使 z =
z 1 ( t)

z 2 ( t)
= T x ,则系统 (1)

可简化为

zα( t) = A
�

z ( t) + B
�

u ( t) + D
�

w ( t). (3)

其中

A� = TA T - 1 =
A�11 A�12

A�21 A�22

,B� = TB ,

D� = TD , F� = F T = [F�1　F�2 ].

则

zα1 ( t) = A
�

11z 1 ( t) + A
�

12z 2 ( t) + D
�

1w ( t) ,

zα2 ( t) = A
�

21z 1 ( t) + A
�

22z 2 ( t) + B
�

2u ( t) + D
�

2w ( t) ,

S ( t) = F
�

1z 1 ( t) + F
�

2z 2 ( t). (4)

　　如果将 z 2 看作控制,设反馈控制律为 z 2 ( t) =

G 1z 1 ( t) ,则有

zα1 ( t) = A
�

G1z 1 ( t) + D
�

1w ( t). (5)

其中A
�

G1 = A
�

11 + A
�

12G 1. 式 (5) 是滑模面上的随机方

程,求阵G 1 使得该子系统满足给定的极点和稳态状

态协方差约束.

定理1　若求出式 (5) 的状态协方差矩阵Z 11和

反馈控制G 1,则能求出状态协方差矩阵X .

证明　子系统状态协方差阵为

X 11 = lim
t→∞

E [x 1 ( t) x 1 ( t) T ],

从 z = T x 变换式中可得

X = T - 1 lim
t→∞

E [z ( t) z ( t) T ] (T - 1) T. (6)

其中

Z 11 = lim
t→∞

E [z 1 ( t) z 1 ( t) T ], Z 12 = Z 11G
T
1 ,

Z 21 = G 1Z 11, Z 22 = G 1Z 11G
T
1.

　　可以看出,由于 Z 12, Z 21, Z 22 均可由状态协方差

矩阵 Z 11 表示,只要求出 Z 11,通过式 (6) 则能求出状

态协方差矩阵X ,定理 1成立. □

由定理 1 可知,系统稳态协方差不仅与子系统

(5) 的稳态协方差有关,而且与反馈控制律G1有关.

对于系统 (5) 有如下引理[5, 8 ]:

引理 1　考虑图 1所示的区域 8 (Α, r, Η) ,此区

域可看作是一个具有 Α2稳定度的半平面区域 8 Α,一

个圆盘和一个圆形扇形 8 (0, 0, Η) 3 个LM I区域的

交,因此闭环系统的所有特征值均在区域 8 (Α, r, Η)

中的一个充分条件是存在一个对称正定矩阵Q 1,使

得下式成立:

- rQ 1 (A�G1 + ΑI )Q 1

Q 1 (A�G1 + ΑI ) T - rQ 1

< 0,

5 1 + 2ΑQ 1 < 0, 5 1 + D�1W D�T
1 < 0,

5 1 sinΗ 5 2co sΗ
5 2co sΗ 5 1 sinΗ

< 0. (7)

其中

5 1 = A�G1Q 1 + Q 1A
�T

G1,

5 2 = A�G1Q 1 - Q 1A
�T

G1.

图 1　复平面中的区域 8

　　考虑到不等式组关于变量 (Q 1, G 1) 不是凸的,

记 S 1 = G 1Q 1, 可得式 (7) 的 LM I 形式, 用

M atlab2LM I工具箱即可进行求解.

根据引理 1,若 (Q 1, G 1) 是不等式组 (7) 的一个

可行解,相应的稳态状态方差必须满足 Z 11 < Q 1,即

可求得满足方差指标的控制律G1,同时控制律G 1使
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得该闭环子系统的极点配置在指定的区域. 求出G1

后,则滑模面方程为S ( t) = F
�

1z 1 ( t) + F
�

2G 1z 1 ( t) =

(F�1 + F�2G 1) z 1 ( t). 在滑模面上,令 F�1 = - F�2G 1,则

S ( t) = 0,

F = [ - F�2G 1　F�2 ] = F�2 [ - G 1　Im ]. (8)

其中 F�2 为不为零的任意m 阶非奇异方阵.

对系统简约形式 (3) 再作非奇异变换,有

z 1

z 2

= #
Ν1

Ν2

, # =
I n- m 0

G 1 Im

,

可得

Ν
õ

1 = N 1Ν1 + A�12Ν2 + D�1Ξ( t) ,

Ν
õ

2 = N 2Ν1 + K Ν2 + B�2u + (G 1D
�

1 + D�2)w ( t) ,

S = F�2Ν2.

(9)

其中: N 1 = A
�

11 + A
�

12G 1,N 2 = G 1N 1 - A
�

22G 1 + A
�

21,

K = G 1A
�

12 + A
�

22.

为保证所有轨线均趋向S = {ΝûE (Ν2) = 0},取

　　uL ( t) = - B
�- 1

2 [N 2Ν1 + K Ν2 - A 3 Ν2 ],

　　7 = lim
t→∞

E
Ν1

Ν2

[ΝT
1　ΝT

2 ] =
7 11 7 12

7 21 7 22

.

将R = G 1D
�

1 + D
�

2 代入系统 (9) ,则系统方程为

Να2 = A 3 Ν2 + R Ξ( t). (10)

　　对于闭环系统 (10) ,所有特征值均在区域 8 (Α,

r, Η) 中的一个充分条件是存在一个对称正定矩阵

Q 2,同时相应的稳态状态方差满足 7 22 < Q 2. 采用引

理 1求解Q 1和G 1的方法,可求出阵Q 2和A ,同时该

子系统极点被配置在指定的区域. 线性部分的表达

式为

uL ( t) = - B
�- 1

2 [N 2, K - A 3 ]# T x ( t). (11)

　　由定理 1可知,若求出系统 (10) 的状态协方差

矩阵 7 22,则可求出状态协方差矩阵 Z 22.

4　非线性部分设计
　　定理 2　系统 (1) 在

u ( t) = uL ( t) + uN ( t) ,

uN ( t) = - Η‖R‖B�- 1
2 Φ, Η> 0

(12)

控制下, 保证所有轨迹在有限时间内以均方稳定的

意义到达 S , 实现闭环系统从任意初始位置出发在

有限时间内满足

E‖S‖ = 0.

其中 Φ= Q 2Ν2ö‖Q 2Ν2‖.

证明　构造L yapunov函数

V =
1
2

ΝT
2Q 2Ν2,

d (EV )
d t

= E
dV
d t

= E (ΝT
2Q 2Ν

õ

2) =

E ΝT
2Q 2 A 3 Ν2 - Η‖R‖

Q 2Ν2

‖Q 2Ν2‖
+ R Ξ( t) ≤

- ΝT
2 ΑQ 2Ν2 - Η‖R‖‖Q 2Ν2‖ < 0.

　　由文献[ 7 ]可知,在控制u ( t) 作用下,从初始位

置 Ν20 能在有限时间内到达 S ,实现 E‖S‖ = 0. □

为保证工程实现,令m sgn (S ) = Φ, sgn (S ) 为符

号函数. 用状态变量 x ( t) 表示,则有

uN ( t) = - Ηm‖FD
�‖B

�- 1
2 sgn (S ). (13)

　　由于 ûΦû ≤ 1,m 值的大小只影响系统 (1) 趋向

S 的速度, 可根据试验结果和经验确定, 一般取 Ηm
= 0. 1～ 1.

5　应用算例
　　行进间车载武器火力控制系统随着车辆的运

动,一部分静止射击时便已存在的噪声幅值增大,并

且产生一些新的误差源, 在瞄准与射击过程中系统

将始终处于随机振动状态, 其幅值往往大大超过射

击允许的精度要求. 为了能在炮管大幅度随机振动

的情况下增大可射击频率,减少射击延迟,其振动必

须具有一定的稳态方差特性, 同时应具有足够短的

调节时间. 该调节时间与极点配置有关.

某型号车载火控系统的协方差简化模型状态方

程的数据如下:

A =

0 1 0

0 0 1

- 23. 5 - 23. 8 - 9

,

B =

0. 1 1

15. 5 - 1

72. 7 15. 5

,

C = [ 1　0　0 ],D =

2. 65× 10- 2

12. 4

- 75. 8

.

其中角度误差的单位为密位 (m il). 设给定的极点指

标为 8 = (1, 6, Πö3) ,输出方差小于 10 m il. 计算得

到切换面方程

S ( t) =
1. 127 2 0. 5 0

0. 431 1 0 0. 5
x ( t).

根据式 (10) 和 (11) 得

uL ( t) =

0. 648 3 0. 252 3 - 0. 020 4

- 1. 138 1 0. 489 6 0. 475 1
x ( t) ,

uN ( t) = -
0. 395 0. 025

- 1. 852 0. 395
sgn (S ) ,

子系统 1 的极点为 - 3. 790 2, 子系统 2 的极点为

[ - 2. 562 5, - 4. 339 2 ]. 在 u ( t) = uL ( t) + uN ( t)

控制下,系统的稳态协方差为
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X =

7. 5 - 19. 99 65. 09

- 19. 99 57. 307 - 184. 85

65. 09 - 184. 85 846. 614

.

　　由稳态协方差和输出方差的关系,可得输出方

差为 7. 5 m il. 在初始条件 x = [ 10　0　0 ]T ,白噪声

输入下,系统输出响应如图 2所示.

图 2　白噪声输入下系统输出响应

6　结　　论
　　本文利用极点和协方差相容控制理论, 采用

LM I方法进行随机系统的变结构控制设计. 最后通

过车载火控系统的应用实例计算,给出了该方法在

实际工程中的应用领域.
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