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模糊决策表中获取概率规则的扩展VPRS方法

菅利荣, 刘思峰
(南京航空航天大学 经济与管理学院, 南京 210016)

摘　要: 为了从模糊近似空间中获取用于概率决策的规则,在决策类的粗糙近似中,通过应用 Κ2截集,将模糊不可分

辨关系转化为等价关系,提出一种可从模糊决策表中获取概率规则的扩展变精度粗糙集方法. 讨论了其中的一些集

合理论性质,并对输出类别的模糊粗糙性给出了距离度量和熵度量两种模糊度量方法. 研究结果表明,该方法可从模

糊、不完备且有噪声的数据库中发现知识.
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1　引　　言
　　模拟不精确和不完备信息是知识表示领域中的

一个重要研究课题. 作为在信息系统中模拟和处理

不完备信息的工具,粗糙集对于分析不完备数据具

有重要作用[1, 2 ]. 粗糙集理论主要研究清晰信息粒

度,其基础概念是不可分辨性;而模糊集理论则是模

拟人类分类机制中的模糊性,主要研究模糊信息粒

度. 模糊集因其概念的简单性和与人类思维的相似

性,常用作语言表达的数量数据和智能系统中的隶

属函数. 从本质上说,这两种理论都研究了信息粒度

问题,于是导致了对粗糙集与模糊集间杂合的研究.

当知识库中的知识模块都是清晰概念,而被描述的

概念是模糊概念时,已提出了粗糙模糊集模型来解

决此类问题的近似推理; 当知识库中的知识模块也

是模糊概念时, 一些学者探讨了模糊粗糙集模

型[3, 4 ]. 文献[ 5 ]研究了基于相似性的粗糙近似,显然

这两个概念彼此更加接近.

在实际应用中,噪声是在所难免的. 与经典粗糙

集相比, Ziarko [6 ]提出的变精度粗糙集 (V PR S)模型

通过引入一个阈值参数 Β, 考虑不确定性关系和识

别性强的概率规则. 此模型不仅继承了经典粗糙集

模型的数学特性, 而且具有更强的抗干扰能力. 在

V PR S中,知识库中的知识是清晰的,而被近似的概

念是模糊的. 然而在现实中, 类别间的边界可能交



迭,也就是说,知识库中的知识和被近似的概念都可

能是模糊的. 为了在这种情况下导出用于概率决策

的规则, 本文提出一种可从模糊决策表中获取概率

规则的扩展变精度粗糙集方法.

2　理论基础
2. 1　变精度粗糙集

与粗糙集类似,不可分辨关系构成了V PR S 模

型的数学基础. 通过不可分辨关系可将论域划分为

对象集的不可分辨对象块, 这些对象块用于构造现

实世界或抽象世界中的知识. 在这种情况下,用于近

似的关系是清晰的. 当对象按V PR S分类时,需定义

一个正确分类的阈值 Β.
根据V PR S理论的基本思想,给出如下定义:

定义1　设决策表S = (U ,A ,V , f ) ,其中: U 为

论域对象空间,A = C ∪D , x ∈U , P Α C; f : U ×

A →V 为信息函数,输出类X Α U , I 为U 上的等价

关系, I (x ) 为包含对象 x 的等价类,给定阈值 0. 5 <

Β≤ 1,则

ap rΒ
P (X ) = ∪ {x ∈U

û I (x ) ∩X û
û I (x ) û ≥ Β}, (1)

ap rΒ
P (X ) = ∪ {x ∈U

û I (x ) ∩X û
û I (x ) û > 1 - Β}

(2)

分别称为X 的 Β2下近似和X 的 Β2上近似.

在式 (1) 和 (2) 中, û. û 表示集合包含的元素个
数 (集合的基). 集合X Α U 的Β2下近似由U 中所有

属于X 且置信度不小于Β的等价类并集组成 , X 的

Β2上近似由U 中所有属于X 且置信度大于 1 - Β的
等价类并集组成. 显然,V PR S 可以识别某种程度上

的“属于”或“包含”,推导出预测规则.

2. 2　模 糊 集

在实际应用中,类别间的边界可能是交迭的,因

此不能确定输入模式 x 是否完全属于类 X . 在模糊

集中,模糊隶属函数 ΛFX
为U → [ 0, 1 ],函数中的较

大值表示元素隶属于给定集合的程度较大, 论域U

上的模糊集合完全由其隶属函数决定. 一般地,模糊

集合 F X 可表示为

F X = { (x , ΛFX
(x ) ) : x ∈U }. (3)

　　模糊隶属函数多为主观的,不同的人对于相同

的值可以指定不同的隶属函数.

2. 3　模糊等价关系

定义 2[7 ]　设 F S = (U , R ) 为模糊近似空间,U

为非空论域, R 是U 上的模糊关系, ΛR是R 的隶属函

数,若R 同时满足以下 3个性质:

1) 自反性: ΛR (x , x ) = 1, Π x ∈U ;

2) 对称性: ΛR (x , y ) = ΛR (y , x ) , Π x , y ∈U ;

3) 传递性: Π x , y , z ∈ U , Π Κ∈ [ 0, 1 ], 若

ΛR (x , y ) ≥ Κ, ΛR (y , z ) ≥ Κ,则有 ΛR (x , z ) ≥ Κ.

那么称R 为U 上的模糊等价关系.

定理 1　F S = (U , R ) 为模糊近似空间,其中 R

表示U 上的一个模糊等价关系. 在R 上应用Κ2水平
截集,对于 0≤Κ≤ 1, R 上的每一个Κ都是一个普通
的等价关系,记为R Κ.

证明　1) 自反性. 对于 Π x ∈U , Π y ∈U ,因

为 ΛR (x , x ) = 1,对于Π Κ∈ [ 0, 1 ],都有ΛR (x , x ) ≥

Κ,则 ΛR Κ(x , x ) = 1,即R Κ具有自反性.

2) 对称性. 因为 ΛR (x , y ) = ΛR (y , x ) ,对于 Π Κ
∈ [ 0, 1 ],当 ΛR (x , y ) = ΛR (y , x ) ≥ Κ时,有 ΛR Κ(x ,

y ) = ΛR Κ(y , x ) = 1;当ΛR (x , y ) = ΛR (y , x ) < Κ时,

有 ΛR Κ(x , y ) = ΛR Κ(y , x ) = 0. 故对Π Κ∈ [ 0, 1 ],总

有 ΛR Κ(x , y ) = ΛR Κ(y , x ) ,即R Κ具有对称性.

3) 传递性. 因为 R 具有传递性, 任取 (x , y ) ∈

R Κ, (y , z ) ∈R Κ,则R (x , y ) ≥Κ, R (y , z ) ≥Κ. 于是对

于 Π t∈U ,有R (x , z ) ≥R 2 (x , z ) = ∨ (R (x , t) ∧

R ( t, z ) ) ≥ R (x , y ) ∧ R (y , z ) ≥ Κ, 所以 (x , z ) ∈

R Κ,即R Κ具有传递性.

综上所述,对于 Π Κ∈ [ 0, 1 ], R Κ是普通的等价

关系. □

这些等价关系 R Κ可将论域U 划分为几个可能

交迭的模糊等价类.

3　 模糊决策表中获取概率规则的扩展

VPRS方法
3. 1　基于模糊等价关系的模糊集

定义 3　设F S = (U , R ) 为模糊近似空间,其中

U 为非空论域, R 为U 上的模糊等价关系, R Κ为R 的

Κ2截集, X Α U. 将基于模糊等价关系的模糊集合

F X 定义为

F X = { (x , ΛFX
(x ) ) : x ∈U , ΛFX

(x ) =

û (R Κ(x ) ) ∩X û
ûR Κ(x ) û }. (4)

其中: ΛFX
(x ) 为模糊集合 F X 的隶属函数,表示元素

x 属于模糊集合 F X 的程度; R Κ(x ) 为包含元素 x 的

模糊等价类; ûR Κ(x ) û 为模糊等价类 R Κ(x ) 中所包

含元素的隶属度之和.

3. 2　VPRS的模糊扩展模型

对于模糊等价关系R 中的每一个 Κ2截集,可以

应用V PR S模型,这样对于一个给定的子集X Α U ,

可在Κ水平的模糊等价关系上导出V PR S的一对Β2
上近似和 Β2下近似,其中每一个近似仍是一个模糊

集.

定义 4　F S = (U ,A ,V , f ) 为模糊决策表, 其
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中: U 为非空论域,A = C ∪D , P Α C , R 是U 上的

模糊等价关系, R Κ为 R 的 Κ2截集, x ∈U , X Α U ,

0. 5 < Β≤ 1. 0. 则X 的Β2下近似和X 的Β2上近似
分别为

R Β
P (X ) = ∪ sup {x ∈U : ΛFX

(x ) ≥ Β}, (5)

R Β
P (X ) = ∪ sup {x ∈U : ΛFX

(x ) > 1 - Β}. (6)

　　当论域U 中两个不同的子集有非空的交迭时,

X 的下近似由隶属函数ΛFX
(x ) 大于等于Β的上确界

所在等价类的并集组成; X 的上近似由隶属函数

ΛFX
(x ) 大于 1 - Β的上确界所在等价类的并集组

成. 在R 为等价关系的情况下,退化为V PR S 模型.

由于Β> 1 - Β,显然,关键性质R Β
P (X ) Α R Β

P (X ) 仍

然成立.

定理 2　对于模糊近似空间 F S = (U , R ) 中的

任意一个子集X Α U ,有 0≤ ΛFX
(x ) ≤ 1.

证明　由 < Α R Κ(x ) ∩X Α R Κ(x ) 可以推出

0≤ ûR Κ(x ) ∩X ûöûR Κ(x ) û ≤ 1,

0≤ ΛFX
(x ) ≤ 1. □

　　定理 3　对于模糊近似空间 F S = (U , R ) 中的

任意两个集合X Α U , Y Α U , R 是U 上的模糊等价

关系, R Κ为R 的 Κ2截集,则有:

1) F X ∪Y Β F X ∪ F Y;

2) 若X Α Y 或 Y Α X ,则 F X∪Y = F X ∪ F Y;

3) F X ∩Y Α F X ∩ F Y;

4) 若X Α Y 或 Y Α X ,则 F X∩Y = F X ∩ F Y.

证明　1) 对于 Π x ∈U ,有

ΛFX∪Y
(x ) =

û (R Κ(x ) ∩X ) ∪ (R Κ(x ) ∩ Y ) û
ûR Κ(x ) û ≥

m ax{ûR Κ(x ) ∩X û , ûR Κ(x ) ∩ Y û}
ûR Κ(x ) û =

m ax{ΛFX
, ΛFY

} = ΛFX∪F Y
,

所以 F X∪Y Β F X ∪ F Y.

2) 由 1) 中的证明可直接推出.

　　3) ΛFX∩Y
(x ) =

û (R Κ(x ) ∩X ) ∩ (R Κ(x ) ∩ Y ) û
ûR Κ(x ) û ≤

m in{ûR Κ(x ) ∩X û , ûR Κ(x ) ∩ Y û}
ûR Κ(x ) û =

m in{ΛFX
, ΛF Y

} = ΛFX ∩F Y
,

所以 F X∩Y Α F X ∩ F Y.

4) 由 3) 中的证明可直接推出. □

根据V PR S 模糊扩展模型的定义,给定子集 X

Α U 和U 上的模糊等价关系 R ,对于置信阈值 0. 5

< Β≤ 1,可将变X 分为以下 4类:

1) 若R Β
P (X ) ≠ 5 , R Β

P (X ) ≠U ,则称X 是部分

可定义的;

2) 若R Β
P (X ) ≠ 5 , R Β

P (X ) = U ,则称X 是内部

可定义的;

3) 若R Β
P (X ) = 5 , R Β

P (X ) ≠U ,则称X 是外部

可定义的;

4) 若R Β
P (X ) = 5 , R Β

P (X ) = U ,则称X 是完全

不可定义的.

这样的分类事实上是V PR S研究分类的模糊推

广.

3. 3　概率规则获取

论域中所有模糊条件元素的集合称为 FS 中的

条件类,由 F X i
( i = 1, 2,⋯, k ) 表示; 论域中所有决

策元素的集合称为 S 中的决策类,用 Y j ( j = 1,⋯,

n) 表示, F X i
∩ Y j = Á ,则

ru le: CON C (F X i
) —→

Β

D ECD (Y j )

称为 (C ,D ) 的概率规则, 置信度为 Β, 表示为{rij }.

规则的语法如下:

if f (x , q1) = rq1 ∧ f (x , q2) =

　rq2 ∧⋯∧ f (x , qp ) = rqp

then x ∈ Y j w ith Β.

其中{q1, q2,⋯, qp } Α C , (rq1, rq2,⋯, rqp ) ∈ V q1 ×

V q2×⋯×V qp , j∈ {1, 2,⋯,m }表示给定决策属性

的某一类别.

3. 4　输出类别模糊粗糙性的度量方法

模糊粗糙性在许多分类设计中影响着不确定性

知识的管理, 本文借鉴模糊集的距离度量法和模糊

熵,给出了输出类别平均模糊粗糙性的两种定量化

度量方法.

3. 4. 1　距离度量方法

D (F X ) = 2ön1öt [∑
x∈U

ûΛFX
(x ) - ΛFX

(x ) û t ]
1öt

. (7)

其中: n 为包含的对象数; t = 1, 2,⋯是由决策者选

择的自然数,依赖于应用距离函数的类型. 在实际应

用中, t常取 1或 2. 当 t = 1时,为海明距离度量,称

为线性模糊度量法,海明距离度量虽然简便易行,但

计算时需要求绝对值,且精度有时欠佳;当 t = 2时,

为欧几里得距离度量,称为二次模糊指数度量法,欧

氏距离法是常用的度量方法;当 t→∞时,称为切比

雪夫距离.

ΛFX
(x ) 是与 ΛFX

(x ) 最接近且没有模糊粗糙性

的隶属函数,定义如下:

ΛFX
(x ) =

1, ΛFX
≥ 0. 5;

0, ΛFX
< 0. 5.

(8)

　　由上述距离模糊度量方法可以得出,判定一个
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输入对象是否属于某一类别, 在没有模糊粗糙的情

况下,该集合的模糊粗糙度为 0; 若输入类别模糊粗

糙性最大,如对于 Π x ∈U 为 0. 5,则相应输出类别

的模糊粗糙度应为最大. 当输入模式的模糊粗糙隶

属值接近 0或 1 时, 输出类中关于模式归属的不确

定性减小,因此输出类别的模糊粗糙度也应减小.

3. 4. 2　熵度量法

将模糊熵定义为

H (F X ) = k∑
x∈U

[ (- ΛFX
(x ) ) ln (ΛFX

(x ) ) -

(1 - ΛFX
(x ) ) ln (1 - ΛFX

(x ) ) ]. (9)

其中 k = 1ön ln2.

对于Π x ∈U ,当ΛFX
(x ) = 1或 0时,模糊熵最

小,此时的模糊熵H (F X ) = 0,即经典集合是不模糊

粗糙的.

度量模糊粗糙性对于估计输出类别总的不确定

性是非常重要的. 除以上给出的方法外,关于模糊性

的数量度量, 还有由矩阵定义的距离法、加权距离

法、贴近度及其他形式的模糊熵等. 到目前为止, 还

没有适合于所有实际问题并完全令人满意的模糊度

量方法. 本文给出的方法旨在分析比较不同的模糊

粗糙集, 并以多种不同度量方法的数量指标说明其

模糊程度.

4　举例与分析
　　专家给定的两个属性的隶属函数如图 1所示.

图 1　每个属性给定的隶属函数

由该隶属函数, 将每个对象的测量数据转换为

隶属度, 如对象 n1 的 SP 属性值 122转换为隶属度

0. 9öN ,D P 属性值 80转换为隶属度 0. 9öN. 据此求

得如表 1 所示的模糊决策表 F S = {U ,A ,V , f }, 其

中: U = {n1, n2,⋯, n7}表示 7个模糊对象组成的数

据集, C = {SP,D P} 为由两个模糊条件属性组成的

条件属性集,D = {BP}为由一个决策属性组成的决

表 1　模糊决策表

U
条件属性C

SP D P

决策属性D

BP

n1 0. 9öN 0. 9öN N

n2 0. 1öN + 0. 75öH 0. 4öN H

n3 0. 85öN 0. 3öN + 0. 4öH N

n4 1öL 1öL L

n5 1öH 0. 16öN + 0. 6öH H

n6 0. 4öN 1öH H

n7 0. 5öL + 0. 1öN 0. 4öN L

策属性集.

　　由决策属性BP 形成的等价类为U öD = {X N ,

X H , X L }, 其中: X N = {n1, n3}, X H = {n2, n5, n6}, X L

= {n4, n7}.

在模糊条件属性间的模糊等价关系R 上应用Κ2
截集,由模糊条件属性 SP 和D P 形成的模糊等价类

为

U öC = { ({n1, n2, n3, n7}, 0. 1) , ({n 2, n5}, 0. 75) ,

({n4, n7}, 0. 5) , ({n 3, n5, n6}, 0. 4) ,

({n1, n2, n3, n7}, 0. 3) }.

　　利用模糊等价类,根据 3. 1节和 3. 2节中的定

义,对每个决策类求隶属函数 sup {x ∈U : ΛFX
(x ) },

如对决策类X N ,可求得

sup {û (R Κ(x ) ) ∩X ûöûR Κ(x ) û} =

sup {
û{n1, n2, n3, n7}∩ {n1, n3}û

û{n1, n2, n3, n7}û } =

sup {
0. 9 + 0. 85

0. 9 + 0. 1 + 0. 85 + 0. 1
,

0. 9 + 0. 3
0. 9 + 0. 4 + 0. 3 + 0. 4} = 0. 897.

　　类似地可以求出对于其他决策类的 sup {x ∈

U : ΛFX
(x ) }. 令置信水平 Β = 0. 85, 分别求得子集

X N、X H 及X L 的 Β2下近似、Β2上近似、线性模糊度、
二次模糊指数及模糊熵,如表 2所示.

　　由表 2可以看出, X N 中知识的不确定性最大,

X H 中知识的不确定性次之, X L 中知识的不确定性

最小. 由表 2中的 Β2下近似生成的最少概率决策规

表 2　决策类的近似及模糊粗糙度量

决策类 Β2下近似 Β2上近似
线性

模糊度

二次

模糊指数
模糊熵

X N { ({n1, n2, n3, n7}, 0. 1) } { ({n1, n2, n3, n7}, 0. 1) } 0. 29 0. 30 0. 58

X H { ({n2, n5}, 0. 75) } { ({n2, n5}, 0. 75) , ({n3, n5, n6}, 0. 4) } 0. 23 0. 27 0. 48

X L { (n4, n7) , 0. 5} { (n4, n7) , 0. 5} 0. 10 0. 10 0. 29
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表 3　最小概率决策规则集

规　　则 置信度

SP = N ∧D P = N —→
89. 7%

BP = N 89. 7%

SP = H —→
100%

BP = H 100%

SP = L —→
100%

BP = L 100%

则集如表 3所示.

　　为给定决策表寻找所有约简的问题是一个N P

完全问题,需要考虑 << P Α C 的所有 2ûP û 个子集,

它的时间复杂性是指数级的. 实际中常用的方法有

快速约简方法、遗传算法、集合理论方法、动态约简

及相容性约简等[8, 9 ]. 如何设计适用于本文提出方法

的高效率算法有待进一步研究.

5　结　　论
　　变精度粗糙集基于不可分辨关系,即用于近似

的关系是清晰的. 然而在现实世界中,类别间的非空

边界可能是粗糙的和模糊的,为了处理这种情况,本

文将模糊等价关系通过Κ2截集转化为等价关系. 在

此基础上,提出了变精度粗糙集的模糊扩展模型,从

而整合了变精度粗糙集与模糊集,拓展了变精度粗

糙集的概念,进一步泛化了变精度粗糙集方法的功

能,并研究了其中的一些性质. 由于每一个输出类别

与相应的模糊粗糙量相关联,给出了两种模糊度量

方法. 研究结果表明,本文提出的方法可从模糊、不

完备且有噪声的数据库中获取用于指导实践的概率

决策知识.
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