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不确定离散时间切换系统H ∞鲁棒性分析

马国梁, 李　胜, 陈庆伟, 胡维礼
(南京理工大学 自动化系, 南京 210094)

摘　要: 针对一类具有参数不确定性的离散时间切换系统,在任意切换的情况下研究了这类系统的鲁棒稳定问题和

干扰抑制问题. 首先利用公共二次L yapunov函数法得到切换系统鲁棒稳定且具有H ∞扰动衰减度的充分条件,并指

出这些条件可通过线性矩阵不等式描述;然后基于分段二次L yapunov函数给出了分析切换系统H ∞鲁棒性的另一种

方法;最后通过举例说明了所提出两种方法的有效性.
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Abstract: A class of discrete t im e sw itched system s w ith param etric uncerta in ty is considered, and the robust

stab ility p rob lem and distu rbance attenuation p rob lem are studied fo r th is class of system s under arb itrary sw itch ing.

Sufficien t condit ions fo r the sw itched system s to be robustly stab le w ith H ∞ distu rbance attenuation are ob tained

using common quadratic L yapunov function techn ique, and these condit ions can be fo rm ulated via linear m atrix

inequalit ies (LM Is). Based on p iecew ise quadratic L yapunov function, ano ther m ethod of H ∞ robustness analysis

fo r the sw itched system s is p rovided. A n examp le illustra tes the validity of bo th p resen ted m ethods.
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1　引　　言
　　切换系统是工程实践中较为常见的混合动态系

统,稳定性是切换系统研究的重要内容. 目前切换系

统稳定性分析主要有公共L yapunov 函数法[1 ]和多

L yapunov 函数法[2 ] ,而对不确定切换系统的鲁棒性
研究较为欠缺. H ∞控制理论是目前解决鲁棒性分

析问题比较完善的理论体系, 将H ∞控制理论应用

于切换系统鲁棒性的分析与综合是近期的一个研究

方向. 文献[ 3 ]针对每个子系统含有不确定性的切换

系统,研究了通过设计切换函数使系统鲁棒稳定且

满足H ∞性能的问题. [ 4 ]进一步考虑了采用切换状

态反馈控制实现线性时滞系统的H ∞鲁棒镇定. [ 3,

4 ]适用于切换函数可以由设计者确定、系统为时间

连续的情形.

有些情况下,切换系统的切换函数是未知的,不

能事先确定,因此需要考虑任意切换的情形. 本文针

对子系统含有参数不确定性的一类离散时间切换系

统,分别基于公共二次L yapunov函数法和分段二次

L yapunov 函数法分析了H ∞性能,给出了系统鲁棒

稳定且具有H ∞扰动衰减度Χ的充分条件,指出这一

分析过程可通过线性矩阵不等式 (LM I)进行描述和

求解,最后举例说明了两种方法的有效性.



2　问题描述及预备知识
　　对于离散线性切换系统

x (k + 1) =

(A Ρ(k ) + ∃A Ρ(k) (k ) ) x (k ) + D Ρ(k)w (k ) ,

z (k ) = C Ρ(k ) x (k ). (1)

其中: x (k ) ∈R n为状态变量; Ρ(k )∶Z 0+ →S = {1,

⋯, s} 为系统的切换函数, Z 0+ 为非负整数集合;

∃A Ρ(k ) (k ) 为时变的参数不确定性, Π i ∈ S 均有

∃A i (k ) = E i2 i (k ) F i,且2 T
i (k ) 2 i (k ) ≤ I , I为维数适

当的单位阵; A i, C ø - i,D i, E i, F i 分别为维数适当

的已知定常阵; w (k ) ∈R p 为能量有限即L 2范数有

界的干扰信号,L 2 范数定义为 (∑
∞

k= 0
w (k ) Tw (k ) )

1
2 ;

z (k ) ∈R q 为输出信号.

本文研究的H ∞ 鲁棒性问题可描述为: 若系统

(1) 对任意 ∃A i (k ) (2 T
i (k ) 2 i (k ) ≤ I ) 是内部稳定的

(w (k ) = 0) , 且在零初始条件下, 对能量有限的非

零干扰信号w (k ) 满足J = ‖z‖2
2 - Χ2‖w ‖2

2 < 0,

则称系统 (1) 是鲁棒稳定的且具有H ∞ 扰动衰减度

Χ.
引入以下引理:

引理 1 (矩阵逆引理)　A ,B , C ,D 为维数适当

的矩阵,A 和D 非奇异,则有

(A + B D - 1C ) - 1 =

A - 1 - A - 1B (CA - 1B + D ) - 1CA - 1

成立.

引理 2　A , E , F 为维数适当矩阵,Q = Q T 为给

定对称矩阵,若存在正定矩阵 P 满足

1) E T P E < I ,

2) A T (P - 1 - E E T ) - 1A + F T F + Q < 0,

则对 Π 2 (k ) (2 T (k ) 2 (k ) ≤ I , k = 0, 1,⋯) 有

(A + E 2 (k ) F ) T P (A + E 2 (k ) F ) + Q < 0

成立.

引理 3　给定维数适当矩阵 P 和G ,其中 P >

0,则条件 I - G T PG > 0与 P - 1 - GG T > 0等价.

根据 Schu r引理易证引理 3成立.

3　主要结果

3. 1　公共二次L yapunov函数法

基于公共二次L yapunov 函数法分析系统 (1)

的H ∞鲁棒性有以下结果:

定理 1　对于系统 (1) ,若Π i∈S ,存在正定矩

阵 P 满足

P - 1 -
1
Χ2D iD

T
i - E iE

T
i > 0, (2)

A T
i (P - 1 -

1
Χ2D iD

T
i - E iE

T
i )

- 1
A i -

P + C T
i C i + F T

i F i < 0, (3)

则系统 (1) 对于任意切换是鲁棒稳定的且具有H ∞

扰动衰减度 Χ.
证明　首先证明系统的鲁棒稳定性. 不妨假设

Ρ(k ) = i,系统 (1) 在 k 时刻切换至第 i个子系统,取

L yapunov函数为V (x (k ) ) = x T (k ) P x (k ). 若使系

统 (1) 内部稳定,需要求w (k ) = 0时V (x (k ) ) 的差

分负定,即

　 ∃V (x (k ) ) = x T (k ) ( (A i + E i2 i (k ) F i) T ,

　 P (A i + E i2 i (k ) F i) - P ) x (k ) < 0. (4)

　　应用引理 2和引理 3,由式 (2) , (3) 的推导可得

　　 (A i + E i2 i (k ) F i) T (P - 1 -
1
Χ2D iD

T
i )

- 1
,

　　 (A i + E i2 i (k ) F i) - P + C T
i C i < 0. (5)

　　应用引理 1有

(A i + E i2 i (k ) F i) T P (A i + E i2 i (k ) F i) - P +

C T
i C i - (A i + E i2 i (k ) F i) T PD i (D T

i PD i -

Χ2 I ) - 1D T
i P (A i + E i2 i (k ) F i) < 0. (6)

由式 (2) 有 P - 1 -
1
Χ2D iD

T
i > 0, 根据引理 3 可知,

D T
i PD i - Χ2 I < 0. 又C T

i C i ≥ 0,由式 (6) 推导可得

(A i + E i2 i (k ) F i) T P (A i +

E i2 i (k ) F i) - P < 0. (7)

即满足 ∃V (x (k ) ) < 0,系统 (1) 是鲁棒稳定的.

其次证明系统 (1) 具有H ∞扰动衰减度 Χ. 记

J Ρ(k) = z T (k ) z (k ) - Χ2w T (k )w (k ) ,

A
�

Ρ(k ) (k ) = A Ρ(k) + ∃A Ρ(k) (k ) ,

整理可得

J Ρ(k ) =

w (k )

x (k )

T D T
Ρ(k ) PD Ρ(k) - Χ2 I

A
�

Ρ(k ) (k ) PD Ρ(k )

→

←
D T

Ρ(k ) PA
�

Ρ(k ) (k )

A
�T

Ρ(k) (k ) PA
�

Ρ(k ) (k ) - P + C T
Ρ(k )C Ρ(k )

w (k )

x (k )
-

∃V (x (k ) ). (8)

由前文假设 Ρ(k ) = i, 将 A� i (k ) 代入式 (6) , 根据

Schu r引理可得

D T
i PD i - Χ2 I D T

i PA� i (k )

A�T
i (k ) PD i A�T

i (k ) PA� i (k ) - P + C T
i C i

< 0,

Π i∈ S. (9)

又 J = ∑
∞

k= 0
J Ρ(k ) ,V (x (0) ) = 0,则由式 (9) 有J < 0,

系统 (1) 具有H ∞扰动衰减度 Χ,定理 1成立. □

推论 1　Π i∈ S ,若存在正定矩阵 P 使得LM I
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G T
i PG i - I G T

i PA i

A T
i PG i

A T
i PA i - P +

C T
i C i + F T

i F i

< 0 (10)

是可解的,其中G i =
1
ΧD i　E i ,则切换系统 (1) 是

鲁棒稳定的且具有H ∞扰动衰减度 Χ.
证明　分别将G i代入式 (2) 和 (3) ,应用引理 3

及 Schu r引理,可证推论 1成立. □

3. 2　分段二次L yapunov函数法

系统 (1) 存在公共二次L yapunov 函数表明系

统 (1) 是二次稳定的,而二次L yapunov函数可以视

作分段二次L yapunov 函数[5 ] 的特例. 若切换系统

存在公共的分段二次L yapunov函数,则能保证切换

系统是所谓的“分段二次稳定”, 而分段二次稳定是

一个比二次稳定更弱的条件, 因此采用分段二次

L yapunov 函数法理论上可以降低定理 1 结论的保

守性. 不妨设有两个备选的二次L yapunov函数

V 1 (x (k ) ) = x T (k ) P 1x (k ) ,

V 2 (x (k ) ) = x T (k ) P 2x (k ).

系统 (1) 的公共L yapunov函数取为

V (x (k ) ) =

m in{x T (k ) P 1x (k ) , x T (k ) P 2x (k ) }, (11)

即系统的公共L yapunov函数由两个二次L yapunov

函数分段构成,则有以下结果:

定理 2　若Π i∈S ,存在正定矩阵 P 1, P 2和适
当的非负常数 Βi, 1, Βi, 2 且满足

P - 1
1 -

1
Χ2D iD

T
i - E iE

T
i > 0, (12)

P - 1
2 -

1
Χ2D iD

T
i - E iE

T
i > 0, (13)

A T
i (P - 1

1 -
1
Χ2D iD

T
i - E iE

T
i )

- 1
A i - P 1 +

C T
i C i + F T

i F i + Βi, 1 (P 2 - P 1) < 0, (14)

A T
i (P - 1

2 -
1
Χ2D iD

T
i - E iE

T
i )

- 1
A i - P 2 +

C T
i C i + F T

i F i + Βi, 2 (P 1 - P 2) < 0, (15)

则系统 (1) 对于任意切换是鲁棒稳定的且具有H ∞

扰动衰减度 Χ.
证明 　 参照定理 1 的证明过程, 并考虑

L yapunov函数 (11) 的分段情况,可以证明定理 2成

立. □

将定理 2转化为LM I形式,则有如下推论:

推论 2　Π i∈ S ,若存在正定矩阵 P 使得下列

LM I

GT
i P 1G i - I G T

i P 1A i

A T
i P 1G i

A T
i P 1A i - P 1 + C T

i C i +

F T
i F i + Βi, 1 (P 2 - P 1)

< 0,

(16)

G T
i P 2G i - I G T

i P 2A i

A T
i P 2G i

A T
i P 2A i - P 2 + C T

i C i +

F T
i F i + Βi, 2 (P 1 - P 2)

< 0

(17)

是可解的,其中G i =
1
ΧD i　E i ,则切换系统 (1) 是

鲁棒稳定的且具有H ∞扰动衰减度 Χ.
注 1　定理 1和定理 2的结论是充分条件,都具

有保守性. 对于定理 2, 若采用更多的备选的二次

L yapunov函数构成分段二次L yapunov 函数, 在理

论上可以降低保守性,但分析过程的计算量会增加.

4　计算实例
　　设切换系统 (1) 含有两个子系统,系统参数为

A 1 =
- 0. 7 - 0. 5

0 0. 2
,A 2 =

0. 3 - 0. 5

0 0. 3
,

B 1 = B 2 =
1 0

0 1
, C 1 = C 2 = [ 0　0. 3 ],

D 1 = D 2 =
1

0
, E 1 = E 2 =

0. 1 - 0. 2

0 - 0. 1
,

F 1 = F 2 =
0 - 0. 1

0. 1 0. 2
, Χ= 1ö 2 .

解矩阵不等式 J < 0得

P =
0. 094 9 0. 044 6

0. 044 6 0. 906 8
,

可知系统 (1) 在切换函数任意的情况下是鲁棒稳定

的且具有H ∞扰动衰减度 Χ= 1ö 2 . 矩阵不等式

(16) 和 (17) 也是可解的,也可得出相同的结论.

5　结　　论
　　本文研究了一类不确定离散时间切换系统的

H ∞性能分析问题. 在任意切换的情况下,分别利用

公共二次L yapunov函数法和分段二次L yapunov函

数法分析切换系统的鲁棒稳定性和干扰抑制性能.

所得结论适用于切换系统具有参数不确定的情形.

在此基础上,与多L yapunov 函数法相结合,降低所

得结论的保守性. 研究更一般的不确定切换系统是

下一步工作的重点.
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物浓度的在线估计. 为生物发酵过程中难于在线测

量质量参数的实时监测提供了有效的手段.

图 3　青霉素浓度软测量模型泛化结果

5　结　　论
　　1) 针对L S2SVM 方法不具有“稀疏”特性的缺

陷,提出了改进的L S2SVM 回归方法, 使得回归模

型结构得到简化; 在线使用时,计算量大大减少,估

计速度得到了提高.

2) 应用改进的L S2SVM 方法,建立了青霉素发

酵过程产物 (青霉素)浓度的软测量模型. 仿真结果

表明,该软测量方法可以满足青霉素发酵过程产物

浓度的辨识要求. 虽然该方法只在该过程中进行了

实验,但也同样适用于其他的生化过程.
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