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随机系统中满意P ID 调节器的设计

臧文利a, 郭　治a, 王远钢b

(南京理工大学 a. 自动化系, b. 理学院, 南京 210094)

摘　要: 应用满意控制思想,研究了扇形区域极点和稳态输出方差约束下 P ID 调节器的设计问题. 将 P ID 调节器设

计问题转化为局部状态反馈问题,再通过适当变换将 P ID 调节器参数设计转化为求解一组线性矩阵不等式的可行解

问题,从而可通过M A TLAB 中的 LM I工具箱方便地求解. 算例说明了所提出方法的有效性.
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Abstract: T he design p rob lem of P ID regu lato r under the secto r region po les and steady2sta te ou tpu t covariance

constra in ts is studied by emp loying the satisfacto ry con tro l. T he p rob lem can be transfo rm ed to part ia l sta te

feedback p rob lem by choo sing sta te variab les p roperly, and finally to the p rob lem of finding the feasib le so lu tion of a

series of linear m atrix inequalit ies, w h ich can be so lved by the LM I too lbox ofM A TLAB conven ien tly. T he examp le

show s the efficiency of the p ropo sed m ethod.
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1　引　　言
　　P ID 调节器在工程实践中广泛使用,但现有的

P ID 调节器设计大多基于频域的设计方法,靠经验

及现场试调得到P ID 调节器参数. 满意控制[1 ]要求

系统同时满足期望的多项性能指标,已经取得了大

量研究成果,所以如何将满意控制应用于传统P ID

调节器的设计是一个值得研究的问题. 对于这个问

题,已经有过一些尝试. 文献 [ 2 ]研究了随机系统中

圆形极点和输出方差约束下P I调节器的设计问题,

通过矩阵分解将控制器的设计归结为两个矩阵方程

可解性问题,但对于高阶控制对象,这种非线性矩阵

方程难以求解. 文献 [ 3 ] 研究了激光导向伺服系统

中P ID 调解器设计问题,通过求解一组线性矩阵不

等式得到控制器参数,但该方法不适用于高于二阶

的工业对象.

在控制实践中,将极点配置到左半平面的扇形

区域内更具有实际意义. 为此,本文研究在相容的扇

形区域极点和稳态输出方差指标约束下的P ID 调节

器设计问题,并转化为局部状态反馈问题,借助文献

[ 4 ]的方法,将参数设计问题转化为一组线性矩阵不

等式的可行解问题,从而可通过M A TLAB 软件中

的LM I工具方便地求解.

　　本文采用如下记号:对于列满秩、维数为 n×m

的矩阵A ,A ⊥ 表示维数为 (n - m ) × n 矩阵, 满足

A ⊥A = 0 (n- m )×n , [A 　A T⊥ ]∈R n×n可逆,A ⊥A ⊥T =

I (n- m )× (n- m ).

2　问题描述
　　本文研究对象如图 1所示. 其中

G (s) =
bn- 1sn- 1 + ⋯ + b1s + b0

sn + an- 1sn- 1 + ⋯ + a1s + a0
; (1)



图 1　控制系统框图

P ID 调节器

G c (s) = kP +
k I

s
+ kD s; (2)

图中w ( t) 为零均值, 强度为W 且与初值无关的高

斯白噪声.

　　被控对象G (s) 的可控标准型为

xαP = A Px P ( t) + B Pv ( t) , (3)

y ( t) = C Px P ( t) , (4)

其中

A P =

0 1 0 ⋯ 0

0 0 1 ⋯ 0

� � � �
0 0 0 ⋯ 1

- a0 - a1 - a2 ⋯ - an- 1

,

B T
P = [ 0　⋯　0　1 ],

C P = [b0　b1　⋯　bn- 2　bn- 1 ].

这里

v ( t) = - kPy ( t) - k I∫
t

0
y (Σ) dΣ- kD yα( t) , (5)

x I =∫
t

0
y (Σ) dΣ, x ( t) Χ [x T

P　x T
I ]T ,

A Χ
A P 0

C P 0
, B Χ

B P

0
,

C =

b0 b1 ⋯ bn- 1 0

0 0 ⋯ 0 1

- a0bn- 1 b0 - a1bn- 1 ⋯ bn- 2 - an- 1bn- 1 0

.

可得如下闭环方程:

xα( t) = (A - B K C ) x ( t) + B w ( t) , (6)

A c Χ A - B K C ,

K Χ [kP　k I　kD ], D Χ [C P　0 ].

此时P ID 调节器参数的设计便转化为局部状态反馈

问题.

当式 (6) 渐进稳定时,其稳态方差X 定义为

X Χ lim
t→∞

E {x ( t) x ( t) T },

且是如下代数L yapunov矩阵方程的唯一正定解:

A cX + X A T
c + BW B T = 0, (7)

则稳态输出方差定义为

Y = D X D T. (8)

　　本文的目的是设计 P ID 调节器参数,使系统满

足:

　　1)系统极点位于图2所示阴影扇形区域S (q ,

图 2　扇形极点区域

Η) 内. 这里: q > 0, Η∈ [ 0, 90°) 为预先给定值.

2) 闭环系统稳态输出方差满足

Y ≤ Ρ2
1,

其中 Ρ2
1 为给定的输出方差设计指标.

定义 1　如果存在 P ID 调节器参数满足设计指

标 1) 和 2) ,则称其为满意的 P ID 调节器.

为保证本文所研究问题有意义, 假定给定的扇

形极点和稳态输出方差指标是相容的, 即存在 P ID

调节器参数可以同时满足 1) 和 2) 两项要求.

3　主要结果
　　引理 1[4, 5 ]　对于具有局部状态反馈的控制系

统 (如式 (6) ) ,若C行满秩当且仅当存在X > 0,V >

0和N 满足

A C 0V C T
0 + C 0V C T

0A
T + A C T⊥T

X C T⊥ +

C T⊥
T

X C T⊥A T - B N C - C TN TB T < 0, (9)

则式 (9) 与

A Q + QA T - B N C - C TN TB T < 0,

Q > 0,M C = CQ
(10)

等价. 其中: C 0 = C T (CC T ) - 1,M = V (CC T ) - 1,Q =

C 0V C T
0 + C T⊥TX C T⊥, K = N CC TV - 1.

定理 1　如果存在 P > 0满足

A cP + PA T
c + BW B T < 0, (11)

A cP + PA T
c + 2qP < 0, (12)

T 1 T 2

T T
2 T 1

< 0, (13)

D PD T < Ρ2
1, (14)

这里 T 1 = sinΗ(A cP + PA T
c ) , T 2 = co sΗ(A cP -

PA T
c ) ,则闭环系统满足给定性能指标 1) 和 2).

证明　易于证明,式 (11) 和 (14) 保证指标 2)

满足;式 (12) 和 (13) 保证指标 1) 得到满足. □

定理 2　若存在X > 0,V > 0和N 满足如下线

性矩阵不等式组:

S 2 - S 1 + BW B T < 0, (15)

S 2 - S 1 + 2q (C 0V C T
0 + C T⊥

T

X C T⊥ < 0, (16)

sinΗ(S 2 - S 1) co sΗ(S 3 + S 4)

co sΗ(S T
3 + S T

4 ) sinΗ(S 2 - S 1)
< 0, (17)

D (C 0V C T
0 + C T⊥T

X C T⊥)D T < Ρ2
1. (18)
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其中

S 1 = B N C + C TN TB T ,

S 2 = A C 0V C T
0 + C 0V C T

0 + A T +

　　 A C T⊥T

X C T⊥ + C T⊥T

X C T⊥A T ,

S 3 = A C 0V C T
0 - C 0V C T

0A
TA +

　　 A C T⊥T

X C T⊥ - C T⊥T

X C T⊥A T ,

S 4 = C TN TB T - B N C ,

C 0 = C T (CC T ) - 1.

则存在P ID 调节器参数使系统满足给定的性能指标

1) 和 2). 并且,如果 (X ,V ,N ) 是上述矩阵不等式的

一组可行解,则K = N CC TV - 1. 称u = - K y 是一个

满意的 P ID 调节器.

证明　如果存在 X > 0,V > 0 和N 满足式

(15)～ (18) ,令M = V (CC T ) - 1,则由引理 1得P =

C 0V C T
0 + C T⊥T

X C T⊥. 代入定理1即得定理2结论. □

4　应用实例
　　考虑如下传递函数描述的某 3阶对象:

G (s) =
5s + 10

s3 + 6s2 + 11s + 6
,

W = 10, Ρ2
1 = 0. 5,极点区域 S (1. 7, 60°).

A =

0 1 0 0

0 0 1 0

- 6 - 11 - 6 0

0 5 0 0

,

B =

0

0

1

0

, C =

10 5 0 0

0 0 0 1

0 10 5 0

.

图 3　跟踪曲线

　　由定理 1可求得 P ID 调节器参数为 k P =

66. 446 9, k I = 114. 256 6, kD = 9. 01. 则此时闭环系

统的极点为{- 41. 252 2; - 5. 046 6; - 2. 744 1;

- 2};稳态时输出方差为 Y = 0. 078 8. 跟踪幅值为

2的阶跃信号时的曲线如图 3所示.

由图 3可以看出,系统具有很好的暂态性能,很

快达到稳态. 此时系统的稳态输出方差很小.

5　结　　论
　　利用LM I求取 P ID 参数,若有解,则肯定能使

系统满足给定的扇形区域极点和稳态输出方差指

标,得到满意的P ID 调节器; 若无解,则可能有两种

情况: 1)所给设计指标不相容; 2)由于定理2是充分

条件,虽然设计指标是相容的,仍找不到解. 因此,进

一步减小定理的保守性,找到设计指标间的相容区

间是需要进一步探讨的问题.
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