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马尔可夫切换系统的鲁棒 H ∞控制

孙敏慧, 邹　云, 徐胜元
(南京理工大学 自动化系, 南京 210094)

摘　要: 针对不确定马尔可夫切换系统,研究其鲁棒 H ∞控制问题. 设计无记忆状态反馈控制器,使得对所有容许的

不确定性,闭环系统均方渐近稳定并满足给定的 H ∞性能指标. 同时以线性矩阵不等式形式给出该问题可解的一个

充分条件. 仿真算例说明了该方法的有效性.
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Abstract: T he p rob lem of robust H ∞ con tro l fo r uncerta in stochastic system s w ith M o rkovian jump param eters is

discussed. A m emo ryless sta te feedback con tro ller is designed to m ake the clo sed2loop system asymp to tically m ean2
square stab le fo r all adm issib le uncerta in t ies, and at the sam e tim e, a p rescribed H ∞ perfo rm ance is requ ired to be

ach ieved. In term s of linear m atrix inequalit ies, sufficien t condit ions fo r the so lvab ility of th is p rob lem are p ropo sed.

T he exp ressions of desired sta te feedback con tro llers are also given. F inally, a num erical examp le show s the

effectiveness of the p ropo sed m ethod.
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1　引　　言
　　在工业过程中,许多实际系统都会因内部部件

的故障、维修、受到突发性环境扰动、子系统之间关

联发生改变等原因而发生结构上的改变. 1961 年,

K rasovsk ii 和L idsk ii[1 ] 第一次引入线性切换模型,

用连续时间的马尔可夫链来描述这种不同模型结构

之间的切换. 40多年来,该类系统受到广泛关注,大

批研究成果不断涌现[2～ 4 ]. 在稳定性及鲁棒稳定性

分析等方面, 文献 [ 4 ] 讨论了该类系统的鲁棒性问

题,证明该问题可转化为一线性矩阵不等式 (LM I)

可解性问题. 文献[ 3 ]给出了H ∞动态输出反馈控制

器的设计方法.

另一方面, 很多一般线性系统中的重要结果已

被推广到随机系统中[5～ 7 ]. 对于带有马尔可夫跳跃

参数的随机系统, 文献 [ 5 ] 得到了一般多模态随机

系统的 k 阶矩指数稳定性定理. 另外,文献[ 8 ] 在假

定没有布朗运动时标称系统是稳定的条件下, 得到

了随机系统均方指数可镇定的充分条件. 然而,在实

际情况中这种假设往往是不成立的, 而且判别条件

不易验证. 目前,文献中鲜见对该类系统H ∞性能的

讨论. 本文将以LM I形式给出这种随机切换系统鲁

棒稳定的充分条件,并讨论其鲁棒H ∞控制问题. 同

时设计了状态反馈控制器, 使对所有容许的不确定

性,闭环系统不仅鲁棒稳定,且能将干扰抑制到一定

的水平. 所给方法简单,可操作性强.

2　问题的提出
　　考虑如下形式的随机模型 (2 ) :

dx ( t) = [ (A (r ( t) ) + ∃A (r ( t) ) , a ( t) ) ]x ( t) d t +



　[B (r ( t) ) + ∃B (r ( t) ) , b ( t) ) ]u ( t) d t +

　B v (r ( t) ) v ( t) d t + G (r ( t) ) x ( t) dw ( t) ,

(1)

　z ( t) = C (r ( t) ) x ( t) + D (r ( t) ) u ( t) , (2)

　x (0) = x 0, r (0) = r0. (3)

其中: x ( t) ∈Rn 为系统状态, u ( t) ∈Rm 为控制输

入, v ( t) ∈Rp为干扰输入信号, z ( t) ∈Rq为受控输

出, w ( t) 为一维标准布朗运动,且满足 E{dw ( t) } =

0和 E{dw ( t) 2} = d t. 参数 r ( t) 为在有限集合 S =

{1, 2,⋯,N }中取值的连续时间马尔可夫过程,并且

　　　　P {r ( t + h ) = j û r ( t) = i} =

　　　　
Κij h + o (h ) , i≠ j;

1 + Κijh + o (h ) , i = j.
(4)

式中Κij为从模态 i切换到模态 j的转移率,并满足以

下两个条件:

Κij ≥ 0, (5)

Κii = - ∑
j∈S , i≠j

Κij. (6)

　　假设 1　对每一个 r ( i) = i∈S 都存在常矩阵

H 1i, H 2i∈Rn×p , E 1i∈Rr×n , E 2i∈Rr×m 使得

∃A ( i, t) = H 1iF 1i ( t) E 1i, (7)

∃B ( i, t) = H 2iF 2i ( t) E 2i (8)

成立,其中 F 1i (a ( t) ) , F 2i (a ( t) ) ∈Rp×r为未知矩阵

且满足

F T
1i ( t) F 1i ( t) ≤ I r,

F T
2i ( t) F 2i ( t) ≤ I r,

Π i∈ S , t≥ 0. (9)

则称满足条件 (7～ 9) 的不确定性 ∃A ( i, t) , ∃B ( i,

t) 是容许的.

定义1[9 ]　当u ( t) = 0, v ( t) = 0时,称 (2 ) 的标

称系统为均方渐近稳定的, 如果对任意初始值 x 0

= ∈Rn 及 r0 ∈ S ,均有

lim
t→∞

Eûx ( t, x 0, r0) û 2 = 0. (10)

其中 x ( t, x 0, r0) 表示在初始状态为 x 0,初始模态为

r0 时系统在 t时刻的状态解. 如果当 u ( t) = 0, v ( t)

= 0时 (2 ) 对于所有容许的不确定性都是均方渐近

稳定的,则称系统 (2 ) 是鲁棒渐近稳定的,简称鲁棒

稳定. 其中 ûõ û 表示向量的欧氏 22范数, E (õ) 为数

学期望.

定义 2　给定标量Χ> 0,称 (2 ) 是鲁棒可镇定

且具H ∞范数界,如果 (2 ) 的闭环系统满足:

1) 鲁棒稳定;

2) 对于所有容许的不确定性都有

‖z ( t)‖E 2 < Χ‖v ( t)‖, (11)

这里假定 x 0 = 0, v ( t) 为L 2 [ 0,∞) 上非零向量. 其

中:‖õ‖表示L 2 范数,

‖z ( t)‖E 2 = E∫
t

0
ûz ( t) û 2d t

1ö2

.

　　本文主要研究带有马尔可夫跳跃参数的不确

定随机系统的鲁棒H ∞ 控制问题, 即设计无记忆的

反馈控制器,使闭环鲁棒稳定且具H ∞范数界.

3　鲁棒随机镇定
　　下面给出随机切换系统 (2 ) 鲁棒镇定的充分条

件以及相应状态反馈控制器的设计方法. 在得到主

要结果之前先给出一个引理:

引理 1[7 ]　令A ,D , G ,W 和 F 为适维实矩阵,

并且W > 0, F TF ≤ I ,则

1) 对任意 Ε> 0以及向量 x , y ∈R n ,

2x TD FGy ≤ Ε- 1x TD D T x + Εy TG TGy ;

　　2) 对 Ε> 0,若W - ΕD D T > 0,则

　　　 (A + D FG ) TW - 1 (A + D FG ) ≤

　　　A T (W - ΕD D T ) - 1A + Ε- 1G TG.

　　定理 1　令 v ( t) = 0,如果对任意 i∈ S ,存在

常数 Θi > 0, ∆i > 0, 矩阵 X i > 0 及矩阵 Y i 使如下

LM Is成立:

8 i X iE
T
1i Y iE

T
2i X iG

T
i Z (X i)

E 1iX i - Θi I 0 0 0

E 2iY i 0 - ∆i I 0 0

G iX i 0 0 - X i 0

Z (X i) 0 0 0 - Z 0 (X i)

< 0,

(12)

其中

8 i = A iX i + B iY i + (A iX i + B iY i) T +

ΚiiX i + ΘiH 1iH
T
1i + ∆iH 2iH

T
2i, (13)

Z (X i) = Κi1X i　⋯　 Κi, i- 1X i,

Κi, i+ 1X i　⋯　 Κi,N X i
, (14)

Z 0 (X i) = diag [X 1　⋯　X i- 1　X i+ 1　⋯　X N ].

(15)

则不确定系统 (2 ) 是鲁棒可镇定的. 这时,可选择状

态反馈控制器为

u ( t, i) = K ix ( t) = Y iX
- 1
i x ( t). (16)

　　证明　假设对 i∈S 式 (12) 都有解X i > 0, Y i

和Θi > 0, ∆i > 0,则根据Schu r补引理及式 (16) 可得

　　 (A i + B iK i)X i + X i (A i + B iK i) T +

　　ΘiH 1iH
T
1i + ∆iH 2iH

T
2i +

　　Θ- 1
i X iE

T
1iE 1iX i +

　　∆- 1
i X iK

T
i E T

2iE 2iK iX i +

　　∑
j∈S

ΚijX iX
- 1
j X i + X iG

T
i X - 1

i G iX i < 0. (17)

选取L yapunov函数为

V (x ( t) , r ( t) = i) = V (x , i) = x ( t) T P ix ( t) ,

(18)
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根据弱无穷小算子A
� 的定义及引理 1有

A
�

V (x , i) ≤

x T [ P i (A i + B iK i) + (A i + B iK i) T P i +

Θ- 1
i E T

1iE 1i + ∆- 1
i K T

i E T
2iE 2iK i +

ΘiP iH 1iH
T
1iP i + ∆iP iH 2iH

T
2iP +

∑
j∈S

ΚijP j + G iP iG i x. (19)

令 P i = X - 1
i 并在式 (19) 两边分别左乘及右乘P i,容

易得到当 x ( t) ≠ 0时,A
�V (x , i) < 0, Π i∈S. 因此

由定义 1及文献[ 10 ] 知, v ( t) = 0时闭环系统是鲁

棒稳定的. □

注 1　定理 1以LM I形式给出了不确定随机系

统 (2 ) 鲁棒稳定的一个充分条件,该条件用M atlab

工具箱可方便地求解. 需要指出的是,定理 1并没有

对相应的确定性标称系统作任何假设, 所以给出的

判别条件比 [ 8 ] 中定理 5 更具一般性, 且可操作性

强.

4　鲁棒H ∞控制问题
　　上节设计了反馈控制器,使得闭环系统对于所

有容许的不确定性都保持稳定. 本节在此基础上,给

出系统 (2 ) 鲁棒H ∞控制问题可解的充分条件及相

应控制器的设计方法.

定理 2　给定Χ> 0,不确定随机系统 (2 ) 鲁棒

可镇定且具H ∞范数界Χ,如果对任意 i∈S ,存在Θi

> 0, ∆i > 0,矩阵X i > 0, Y i使得以下LM I成立:

8 i B v i X iE
T
1i Y iE

T
2i

B T
v i - Χ2 I 0 0

E 1iX i 0 - Θi I 0

E 2iY i 0 0 - ∆i I

G iX i 0 0 0

Z (X i) 0 0 0

J i 0 0 0

→

←

X iG
T
i Z (X i) J T

i

0 0 0

0 0 0

0 0 0

- X i 0 0

0 - Z 0 (X i) 0

0 0 - I

< 0, (20)

其中: 8 i, Z (X i) , Z 0 (X i) 如式 (13～ 15) 中定义, 且

J i = C iX i + D iY i. 这时,可选取状态反馈控制器

u ( t, i) = K ix ( t) = Y iX
- 1
i x ( t). (21)

　　证明　由式 (21) 可得闭环系统 (2 C ) 为

　　　dx ( t) = [ (A iC + ∃A iC ) x ( t) +

B v iv ( t) ]d t + G ix ( t) dw ( t) , (22)

z ( t) = C iCx ( t) , (23)

其中: A iC = A i + B iK , ∃A iC = ∃A i + ∃B iK , C iC = C i

+ D iK.

根据式 (20) 易证式 (12) 成立,因此由定理 1知

闭环系统是鲁棒稳定的. 下面证明对于任意非零

v ( t) ∈L 2 [ 0,∞) , (2 C ) 满足式 (11).

L yapunov函数按式 (18) 选取,则

A�V (x , i) =

2x T ( t) P i [A iC + ∃A iC ]x ( t) +

2x T ( t) P iB v iv ( t) + x T ( t)G T
i P iG ix ( t) +

∑
j∈S

Χijx
T ( t) P ix ( t). (24)

令 7 ( t) = E∫
t

0
[z T (s) z (s) - Χ2v T (s) v (s) ]ds , 注

意到零初始条件,可以得到 Π t > 0,

7 ( t) = E{∫
t

0
[z T (s) z (s) - Χ2v T (s) v (s) +

A
� (x (s) , s) ]ds} - E{V (x ( t) , t}≤

E{∫
t

0
[z T (s) z (s) - Χ2v T (s) v (s) +

A
� (x (s) , s) ]ds} =

E{∫
t

0
[x (s) T　v (s) T ]# (s) ×

[x (s) T　v (s) T ]T ds}. (25)

其中

# (s) =
5 i B v i

B T
v i - Χ2 I

, (26)

5 i = P i (A iC + ∃A iC ) + (A iC + ∃A iC ) T P i +

　　G T
i P iG i + ∑

j∈S

ΧijP i + C T
iCC iC. (27)

令X i = P - 1
i ,由式 (20) , (21) 及引理 1可得

X i (5 i + Χ2B v iB
T
v i)X i ≤

(A iX i + B iY i) + (A iX i + B iY i) T +

X iG
T
i P iG iX i + ∑

j∈S

ΧijX iX
- 1
j X i +

ΘiH 1iH
T
1i + ∆iH 2iH

T
2i +

Θ- 1
i X iE

T
1iE 1iX i + ∆- 1

i Y iE
T
2iE 2iY i +

(C iX i + D iY i) T (C iX i + D iY i) +

Χ2B v iB
T
v i < 0. (28)

所以由 Schu r补引理, Π [x (s) T　v (s) T ] ≠ 0,

# (s) < 0. (29)

故 Π t > 0, 7 ( t) < 0,即式 (11) 成立. □

5　数值算例
　　 考虑如下具有两个模态的不确定随机系统

(2 0) :

模态 1
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　　A 1 =
- 1 4

0 2
,B 1 =

0

2
, C 1 = [ 1　0 ],

　　D 1 = 0. 5, G 1 =
1 0. 5

0. 5 1
,B v1 =

1

0
.

模态 2

A 2 =
1 0

5 - 1
,B 2 =

2

1
, C 2 = [ 2　0 ],

D 2 = 0. 5, G 2 =
1 0. 5

0. 5 1
,B v2 =

0

1
,

且　H 1i =
1

2
, H 2i =

1

1
, E 1i = [ 1　1 ],

　　E 2i = 0. 5, Π i∈ {1, 2}.

马尔可夫链的转移矩阵 0 =
- 0. 5 0. 5

0. 2 - 0. 2
, 并

给定 Χ= 0. 4.

控制目的在于设计状态反馈控制器, 使所得闭

环鲁棒稳定且具 H ∞ 范数界 0. 4. 应用M atlab 中

LM I控制工具箱来求解式 (17) 中LM Is, 得到

Θ1 = 0. 182 7, Θ2 = 0. 186 4, ∆1 = 0. 467 9,

∆2 = 0. 554 8, X 1 =
2. 194 4 - . 733 5

- 0. 733 5 1. 533 0
,

Y 1 = [ - 3. 702 2　 - 5. 597 9 ],

X 2 =
13. 071 9 - 4. 838 7

- 4. 838 7 4. 512 3
,

Y 2 = [ - 52. 249 5　13. 401 0 ].

故由定理 2可选取状态反馈控制器为

K 1 = [ - 3. 461 3　 - 5. 307 7 ],

K 2 = [ - 4. 805 0　 - 2. 182 8 ],

则 u ( t, i) = K ix ( t) , i∈ {1, 2}. 图 1和图 2为初值 x 0

= [ 0. 6　0 ]T , r0 = 1的仿真结果.

v ( t) = 0时,系统 (2 0) 在 u ( t) = 0及 u ( t, i) =

K ix ( t) 两种情况的状态响应如图 1所示. 在未加控

制时不确定系统 (2 0) 的状态有较大震荡 (图中实线

所示) ; 而加入所给控制后, 状态快速平稳地收敛且

趋于 0,从而使得不确定系统达到内稳定 (图中虚线

所示). 从图 2容易看出,随时间的增大,干扰抑制比

(a)　状态 (第 1分量) 响应曲线

(b)　状态 (第 2分量) 响应曲线

图 1　状态响应曲线

图 2　干扰抑制比曲线

的趋势小于 0. 4, 即将干扰对输出的影响抑制到期

望的范围之内.

6　结　　语
　　本文研究了马尔可夫切换系统的鲁棒镇定及

鲁棒H ∞控制问题,以LM I形式给出了此问题可解

的充分条件,并设计相应的状态反馈控制器,使得对

于所有容许的不确定性闭环鲁棒稳定且将干扰抑制

到一定的水平. 仿真算例表明,所给方法简单且易于

实现.
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图 5　Y = 0. 5后的一个周期内的跟踪结果

缘上任意 3点的位置坐标, 由此获得边缘所在平面

并建立工件坐标系;主、从臂的姿态调整好后不再改

变,规划并控制主臂和从臂分别在 Y 轴和 X 轴方向

上的运动来跟踪靶腔边缘; 跟踪过程中, 机械手跟踪

的目标点由显微视觉系统确定,一个跟踪周期取 1 s.

实验过程中,机械手运动平稳 1良好的圆形边
缘跟踪结果表明了该协调运动规划的有效性. 限于

篇幅,有关实验数据和图片在此不再给出.

5　结　　语
　　本文以平面复杂边缘跟踪任务为对象,进行了

以下研究:

1) 对双机器人的跟踪任务进行了协调规划,通

过坐标系变换,将跟踪问题转移到平面上讨论,进而

分析了双机器人的位置约束关系;

2) 针对位置、速度、加速度以及加加速度等平

滑约束条件,在关节空间规划了双机器人的双曲线

运动轨迹,为提高跟踪的轮廓精度,建立了机器人的

双曲线轨迹的参数约束方程;

　　3) 考虑跟踪的可靠性和边缘的适用性,提出了

有效的基于边缘极值特征点的边缘分段跟踪算法;

4) 以正弦曲线为例,对该运动规划方法进行了

仿真实验,进一步,在双臂微操作机械手的靶腔涂胶

作业中应用了该规划方法和边缘跟踪算法.

因为本文研究的内容是针对一般性机器人和一

般性作业任务提出的,所以具有较好的通用性. 实验

和应用均表明了该运动规划方法的可行性和正确性.
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