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基于流体流量的线性化 TCP 模型的稳定性分析
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摘　要: 对基于流体流量的 TCP 拥塞模型进行小信号稳定性分析. 首先,对 TCP 模型在工作点处做小信号线性化.

其次,对采用比例主动队列管理 (AQM )策略的闭环系统进行时滞依赖稳定性分析,得到具有较小保守性的稳定性准

则,该准则揭示了比例增益与网络参数之间的关系. 最后,将问题转化为广义特征值问题,以期对最大比例增益界进

行优化. 计算机仿真给出了比例增益与往返程时滞之间的反比关系.
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Abstract: T he sm all2signal stab ility analysis of flu id2flow congestion TCP model is discussed. F irst, the TCP model

is linearized abou t the operating po in t. T hen, the delay2dependen t stab ility of the clo sed2loop system is analyzed

w hen utilizing the p ropo rt ional feedback active queue m anagem ent (AQM ) , and a stab ility criterion is ob tained w ith

less conservatism. T he p ropo sed criterion exh ib its the rela t ion betw een the p ropo rt ional gain and the param eters of

netw o rk. F inally, the p rob lem is converted to the generalized eigenvalue p rob lem , so that the m axim um

p ropo rt ional gain can be op tim ized. Computer sim ulation show s that the p ropo rt ional gain is dependen t on the

round2t rip t im e recip rocally.

Key words: Computer netw o rk; Stab ility analysis; F lu id2flow TCP model; P ropo rt ional con tro l; Round2t rip t im e

delay

1　引　　言
　　近年来,随着计算机网络技术的发展,互联网的

拥塞控制问题越来越引起人们的重视. 网络拥塞控

制对保证网络的稳定性和可靠性是至关重要的. 网

络拥塞控制模型分为两类: 一类是基于速率的拥塞

控制模型[1, 2 ]; 另一类是基于窗口的拥塞控制模

型[3, 4 ]. 对于基于窗口的模型,文献[ 3 ]给出了一种基

于流体流量和随机微分方程理论的网络协议 TCP

的非线性动态模型. 网络仿真器 (n s)仿真结果说明

该模型能很好地描述 TCP 的动态行为. 该模型的提

出, 为从控制的角度来分析和设计主动队列管理

(AQM )算法提供了有力的工具. 文献 [ 4 ]对该模型

进行了简化,并在工作点处做了线性化处理. 然后从

控制的角度, 通过与互联网中现行的R ED [5 ]AQM

策略进行比较, 提出了比例和比例2积分AQM 策

略. 该两种控制策略拓宽了系统的通频带,有利于改

善网络的动态响应. 文献[ 6 ]从网络关于往返程时滞

鲁棒性的角度,提出一种新的 TCP 反馈结构. 文献

[ 7 ]对采用比例控制的非线性模型进行了稳定性分

析,结论是当无时滞反馈时,系统对任意大的比例增

益均稳定;而当有时滞反馈 (实际情况)时,系统只有

当比例增益较小时是稳定的. 也就是说,存在一个最

大允许的比例增益界.

　　本文采用小信号线性化模型,通过对线性化模

型的时滞依赖稳定性分析,给出了具有较小保守性

的最大增益界与网络参数的关系,并提出了线性凸



优化算法来极大化最大增益界. 目的是为比例

AQM 策略在网络中的具体实施提供一个参数选择

范围的依据. 计算机仿真结果揭示出比例AQM 策

略的最大增益界与往返程时滞的反比关系.

2　线性化模型
　　在一定的近似条件下[4, 7 ] ,基于流体流量和随机

微分方程理论的 TCP 动态模型可用如下耦合的非

线性微分方程组来描述:

wα( t) =
1
R

-
w 2 ( t)

2R
p R ,

qα( t) =
N
R

w ( t) - C.

(1)

这里: w ( t) 为 TCP 窗口的大小,N 为 TCP 负载因

子, p R = p ( t - R ) 为延迟的数据包标记概率, p ∈

[ 0, 1 ], R =
q
C

+ T p为往返程时滞,其中C为传输容

量, q为路由器中队列的长度, T p 为传输延迟.

　　 模型 (1) 描述的 TCP 动态结构如图 1 所示.

AQM 策略使数据包标记概率 p 与路由器中队列长

度 q 成一定的关系, 如采用截尾[8 ] , R ED [5 ] , R EM [9 ]

以及 P, P I[4 ]策略等. 图 1的结构反映了 TCPöAQM

的反馈特性,即: AQM 通知TCP源改变数据包发送

速率,以适应路由器中队列长度的限制.

图 1　TCPöAQM 结构

本文考虑比例AQM 策略,即

p ( t) = K p q ( t) , (2)

其中 K p 为比例增益. 将式 (2) 代入式 (1) ,得闭环系

统

wα( t) =
1
R

-
w 2 ( t)

2R
K p q ( t - R ) ,

qα( t) =
N
R

w ( t) - C. (3)

令wα≡ 0, qα≡ 0,则式 (3) 的平衡点 (w 0, q0) 为

w 0 =
R C
N

, q0 =
2N 2

R 2C 2K p
. (4)

在平衡点 (w 0, q0) 处,将模型 (3) 线性化. 令

f (w , q, q ( t - R ) ) =

1
q
C

+ T p

-
w 2 ( t)

2
q
C

+ T p

K p q ( t - R ) ,

g (w , q, q ( t - R ) ) =
N

q
C

+ T p

w ( t) - C ,

则

5f
5w (w 0, q0)

= -
w 0

R
K p q0 = -

2N
R 2C

,

5f
5q (w 0, q0)

= -
1

R 2C
+

w 0

2R 2C
K p q0 = 0,

5f
5q ( t - R ) (w 0, q0)

= -
w 2

0

2R 2C
K p = -

R C 2

2N 2K p;

5g
5w (w 0, q0)

=
N
R

,

5g
5q (w 0, q0)

= -
N w 0

R 2C
= -

1
R

,

5g
5q ( t - R ) (w 0, q0)

= 0.

于是得小信号线性化模型为

Xα( t) = A (R )X ( t) + K pB (R )X ( t - R ) , (5)

其中

A (R ) =
-

2N
R 2C

0

N
R

-
1
R

,

B (R ) =
0 -

R C 2

2N 2

0 0

, X ( t) =
∆w ( t)

∆q ( t)
,

∆w ( t) = w ( t) - w 0, ∆q ( t) = q ( t) - q0.

　　式 (5) 中,系数矩阵A 和B 依赖于往返程时滞

R ,故将其记为A (R ) ,B (R ).

当取无时滞标记时,即 p ( t) = K p q ( t) ,可验证,

对给定的网络参数 (N , C , R ) , 线性化模型 (5) 对任

意 0 < K p < ∞是稳定的,这一点与文献[ 7 ]中基于

非线性模型的分析是一致的. 下面将考虑有时滞标

记的情形 (网络中的实际情况).

3　时滞标记时的稳定性
　　由于模型 (5) 中系数矩阵A 和B 含有往返程时

滞R ,使得关于往返程时滞界的分析变得较为困难.

但针对矩阵B 的特殊结构,可以分析比例增益K p与

网络参数 (N , C , R ) 之间的关系. 文献[ 4 ] 中的命题

2已经证明,网络模型的稳定性是时滞依赖的. 下面

将从时滞系统 (5) 时滞依赖稳定性的分析出发, 给

出比例增益界与网络参数的关系. 首先给出如下定

理:

定理 1　给定一组网络参数 (N , C , R ) 和 K{ p >

0. 如果存在正定对称阵 P > 0,Q > 0,使得线性矩

阵不等式

　　. [R , K{ p ] =
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{PA + A TP +

K{ p (PB + B TP ) }
- K{ pR PB A TQ + K{ pB TQ

- K{ pRB TP - Q - K{ pRB TQ

QA + K{ pQB - K{ pRQB - Q

< 0

(6)

有解,则闭环系统 (5) 对任意 0 < K p < K{ p 渐近稳

定.

证明　构造时滞依赖正定L yapunov泛函

V (X ( t - R ) , t) =

X T ( t) P X ( t) +∫
0

- R∫
t

t+ Η
XαT (s) ZXα(s) dsdΗ.

　　由N ew ton2L eibn itz公式,有

X ( t - R ) = X ( t) -∫
t

t- R
Xα(s) ds.

将上式代入式 (5) ,得

Xα( t) = (A + K pB )X ( t) - K pB∫
t

t- R
Xα(s) ds.

(7)

　　沿闭环系统 (7) 的解轨迹计算L yap unov 泛函

的导数,有

Vα(X ( t - R ) , t) =

2X T ( t) PXα( t) + R XαT ( t) ZXα( t) -

∫
t

t- R
XαT (s) ZXα(s) ds =

X T ( t) [P (A + K pB ) + (A + K pB ) T P ]X ( t) -

2K pX T ( t) PB∫
t

t- R
Xα(s) ds +

R X T ( t) (A + K pB ) T Z (A + K pB )X ( t) +

K 2
pR∫

t

t- R
B Xα(s) ds

T

Z∫
t

t- R
B Xα(s) ds -

2K pR X T ( t) (A + K pB ) T ZB∫
t

t- R
Xα(s) ds -

∫
t

t- R
XαT (s) ZXα(s) ds.

利用不等式[10 ]

∫
b

a
f (s) ds

2

≤ (b - a)∫
b

a
‖f (s)‖2ds,

有

∫
t

t- R
B Xα(s) ds

T

Z∫
t

t- R
B Xα(s) ds ≤

R∫
t

t- R
XαT (s)B T ZB Xα(s) ds.

令Q = R Z ,则

Vα(X ( t - R ) , t) ≤

1
R∫

t

t- R
X T ( t) [P (A + K pB ) +

(A + K pB ) TP ]X ( t) ds -

1
R∫

t

t- R
2K pR X T ( t) PB Xα(s) ds +

1
R∫

t

t- R
X T ( t) (A + K pB ) T ×

Q (A + K pB )X ( t) ds +

1
R∫

t

t- R
K 2

pR
2XαT (s)B TQB Xα(s) ds -

1
R∫

t

t- R
2K pR X T ( t) (A +

K pB ) TQB Xα(s) ds -

1
R∫

t

t- R
XαT (s)Q Xα(s) ds≤

1
R∫

t

t- R

X ( t)

Xα(s)

T

. 1 [R , K p ]
X ( t)

Xα(s)
ds.

其中

. 1 [R , K p ] =

{P (A + K pB ) + (A + K pB ) TP +

(A + K pB ) TQ (A + K pB ) }

- K pRB T P - K pRB TQ (A + K pB )

→

←
- K pR PB - K pR (A + K pB ) TQB

- Q + K 2
pR

2B TQB
.

如果

. 1 [R , K p ] < 0, (8)

则根据L yapunov稳定性理论,闭环系统 (5) 渐近稳

定. 由 Schu r补引理,式 (8) 等价于

. 1 [R , K p ] =

PA + A TP + K p (PB + B T P )

- K pRB TP

QA + K pQB

→

←

- K pR PB A TQ + K pB
TQ

- Q - K pRB TQ

- K pRQB - Q

< 0.

由于 . 1 [R , K p ]关于 K p 是单调增的 (在半正定意义

下) ,如果定理中条件 (6) 成立,则闭环系统 (5) 对任

意 0 < K p < K{ p 渐近稳定. □

根据定理 1, 提出如下求解最大比例增益界的

广义特征值问题 (GEV P) 算法: 给定网络参数 (N ,

C , R ) ,

m in
Χ, P > 0,Q > 0

Χ,

s. t. 　A < ΧB ,B > 0, (9)

其中 Χ= 1öK p ,

A =

PB + B T P - R PB B TQ

- RB T P 0 - RB TQ

QB - RQB 0

,

B =

- (PA + A T P ) 0 - A TQ

0 Q 0

- QA 0 Q

.
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4　仿真研究
　　首先,根据GEV P算法 (9) 绘制K p～ R 关系曲

线,如图 2所示. 每条曲线左下方区域为系统稳定的

参数区. 该图揭示出 K p 与R 成反比关系.

图 2　Kp～ R 关系曲线

　　然后,根据GEV P算法 (9)计算最大增益界K{ p ,

并作稳定性仿真分析. 取典型网络参数 [4 ] : C =

3 750 p acketsös,N = 60, R = 0. 25 s. 由GEV P算法

(9) ,得最大增益界为 K{ p = 15. 400 9× 10- 5. 取 K{ p

= 10× 10- 5,初值取为∆w ( t) = 5 packets, ∆q ( t) =

15 p ackets,仿真曲线如图 3所示. 取 K{ p = 16. 5×

10- 5, 初值取为 ∆w ( t) = 5 packets, ∆q ( t) = 15

packets,仿真曲线如图 4所示. 此时,系统是振荡收

敛的,说明定理 1给出的准则仍有些保守. 当 K p ≥

图 3　初值响应曲线 (Kp = 10× 10- 5)

图 4　初值响应曲线 (Kp = 16. 5× 10- 5)

17. 2× 10- 5 时,系统开始振荡发散.

5　结　　语
　　本文讨论了具有单一 TCP 数据流的线性化

TCP 模型的稳定性问题. 通过时滞系统时滞依赖稳

定性分析,找到了比例AQM 策略的最大增益界与

网络参数之间的关系,揭示出最大增益界与往返程

时滞之间的反比关系. 进一步的研究应考虑多个

TCP 源和多个路由器组成的复杂网络结构,找到比

例AQM 策略的比例增益阵的设计方法.
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