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控制方向未知的时变非线性系统鲁棒控制

陈　刚, 王树青
(浙江大学 先进控制研究所, 工业控制技术国家重点实验室, 杭州 310027)

摘　要: 针对一类具有未知时变控制方向、不确定时变参数以及未知时变有界干扰的严反馈非线性系统,给出一种

带有死区修正算法的鲁棒控制方法. 在控制系数符号未知的情况下,通过在反步法中引入N ussbaum 增益和死区修

正技术,得到一种修正的鲁棒反步设计方法. 该方法不需要未知时变控制系数的上下界先验知识以及不确定参数和

外界干扰的上界信息. 算法保证了闭环系统所有信号的有界性,同时使得跟踪误差收敛于零的任意小邻域内.
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Abstract: A robust con tro l app roach w ith a dead zone modificat ion is p ropo sed fo r a class of t im e2varying uncerta in

strict feedback non linear system s w ith comp letely unknow n tim e2varying con tro l direct ions, uncerta in t im e2varying

param eters and unknow n tim e2varying bounded distu rbances. N ussbaum gains and dead zone modificat ion are

in troduced in the back stepp ing design to ob tain robust con tro ller fo r system s w ithou t a p rio ri know ledge of the signs

of the con tro l direct ions. T he modified robust back stepp ing con tro l design m ethod need no t requ ire know ledge of the

bounds of the uncerta in t im e2varying con tro l coefficien ts, the upper bounds of the uncerta in param eters and the

bounds of unknow n tim e2varying distu rbances. It is p roved that under the p ropo sed con tro l, a ll the clo sed2loop

signals are bounded and the track ing erro r converges to any p rescribed sm all in terval around zero.
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1　引　　言
　　近年来,随着反步法的提出,自适应非线性控制

技术取得了飞速发展. 同时,非线性时变系统的研究

也取得了很大进步. 对于一类具有不确定时变参数

以及未知时变有界干扰的非线性系统,在控制方向

已知的前提下,鲁棒自适应跟踪控制问题已得到广

泛的研究[1 ]. 而对于控制方向未知的情况,控制器的

设计则十分困难. 针对一类控制系数为未知定常参

数的非线性系统,已提出多种算法,如鲁棒控制,自

适应控制,学习控制等[2～ 4 ]. 当控制系数为时变函数

时,问题就变得更加复杂. 其中,一种处理方法是首

先离线设计一个鲁棒控制器,然后在线对控制方向

进行辨识,再根据辨识的结果,采用连续切换律来修

正控制器[5 ]. 然而,这种算法比较复杂,很难推广到

高阶系统. 另一种处理方法是采用基于N u ssbaum

增益的设计技术[6, 7 ].

　　本文将文献[ 2 ]的结论推广到一类更广泛的系

统中,即一类具有未知时变控制方向,不确定时变参

数以及未知时变有界干扰的严反馈非线性系统. 相

对于文献[ 6 ],本文得到了一种更强的结论,不但保
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证了闭环系统信号的有界性,而且使得跟踪误差能

够达到任意设定的精度.

2　问题的提出
　　考虑一类受到时变干扰的单输入单输出时变

严反馈非线性系统[6 ]

xαi = g i ( t) x i+ 1 + ΗT
i ( t) Ωi (x

-
i) + dT

i ( t) Υi (x
-

i) ,

　　1≤ i≤ n - 1;

xαn = g n ( t) u + ΗT
n ( t) Ωn (x ) + dT

n ( t) Υn (x ) ;

y = x 1. (1)

其中: x = [x 1,⋯, x n ]T ∈R n为状态向量, x
-

i = [x 1,

⋯, x i ]T , i = 1,⋯, n - 1; u 和 y 分别为系统的输入

和输出; Ηi ( t) ∈R p i为不确定时变参数矢量, d i ( t) ∈

R qi 为未知时变干扰矢量; Ωi (x
-

i) 和 Υi (x
-

i) 为由足够

光滑的函数构成的矢量; g i ( t) 为分段连续的时变函

数,其符号 (即所谓的控制方向) 是未知的.

本文的控制目标是使系统输出 y 跟踪设定的参

考信号 y r ( t) , 同时保证系统所有信号的有界性. 首

先针对系统 (1) ,作以下几个假设:

A 1:时变函数 g i ( t) 的值域为闭区间 I i = [g i0,

g i1 ],界值 g i0 和 g i1 是未知的,但要求 0 | I i, i = 1,

⋯, n. 取 g
-

i = m ax{ûg i0û , ûg i1û}.

A 2: 时变矢量Ηi ( t) ∈R p i, d i ( t) ∈R qi在区间[ 0,

∞) 上是范数有界的, 即存在未知的正常数 Ηi0 和

d i0,使得‖Ηi ( t)‖2≤Ηi0,‖d i ( t)‖2≤ d i0, Π t≥ 0,

i = 1,⋯, n.

A 3: 参考信号 y r ( t) 及其一阶导数 yαr ( t) 在区间

[ 0,∞) 上是有界的,即存在未知正常数 h0 和 h 1,使

得 ûy r ( t) û ≤ h 0, ûyαr ( t) û ≤ h 1, Π t≥ 0.

注 1　文献[ 6 ]需要时变参数的上界信息,本文

放宽了这一条件,只需要时变参数有界即可.

3　控制器的设计
　　基于反步法,整个设计过程分n步进行 1在前n

- 1步,将分别设计一个虚拟控制器Αi, 1≤ i≤ n -

1. 在第 n 步,由于控制输入 u 的出现,才能得到真正

的控制器 1下面给出具体的设计步骤 1
第 1步　首先考虑系统 (1) 中的第 1个方程

xα1 = g 1 ( t) x 2 + ΗT
1 ( t) Ω1 (x 1) +

dT
1 ( t) Υ1 (x 1). (2)

定义 z 1 = x 1 - y r, (3)

z 2 = x 2 - Α1, (4)

这里 Α1 为第 1个虚拟控制器,设计为

Α1 = Ν1N (k 1) Β1 (x 1) f (Κ1, z 1) , (5)

kα1 = Β1 (x 1) (ûz 1û - Κ1) 2Χ(Κ1, z 1). (6)

其中: Ν1 和 Κ1 为 正 常 数,N (õ ) 为 满 足 如 下

N u ssbaum 性质的函数:

lim
s→∞

sup
1
s∫

s

0
N (Φ) dΦ= + ∞,

lim
s→∞

inf
1
s∫

s

0
N (Φ) dΦ= - ∞, (7)

本文取 N (k 1) = exp (k 2
1) co s (k 1Πö2). f (Κ1, õ) 和

Χ(Κ1, õ) 分别定义为

f (Κ1, õ) =

- 1,　õ≤- Κ1;

3õ
2Κ1

-
õ3

2Κ3
1
,　û õ û < Κ1;

　1,　õ≥ Κ1.

(8)

Χ(Κ1, õ) =
0,　û õ û < Κ1;

1,　û õ û ≥ Κ1.
(9)

Β1 (x 1) 为满足条件

Β1 (x 1) ≥ 1 + Β
-

1 (x 1) (10)

的C 1 型函数,其中

Β
-

1 (x 1) = k 11ΩT
1 Ω1ö4 + k 12ΥT

1 Υ1ö4 + 1,

k 11 和 k 12 为正常数 1
考虑L yapunov函数

V 1 =
1
3

(ûz 1û - Κ1) 3Χ(Κ1, z 1) ,

根据式 (2) 和式 (3) ,其导数为

Vα
1 = (ûz 1û - Κ1) 2Χ(Κ1, z 1) f (Κ1, z 1) ×

[g 1 ( t) x 2 + ΗT
1 Ω1 + dT

1 Υ1 - yαr ].

再根据式 (4) ,以及下列不等式关系:

ΗT
1 Ω1 ≤ ΗT

1 Η1ök 11 + k 11ΩT
1 Ω1ö4,

dT
1 Υ1 ≤ dT

1 d 1ök 12 + k 12ΥT
1 Υ1ö4, (11)

可得

Vα
1 ≤

(ûz 1û - Κ1) 2Χ(Κ1, z 1) f (Κ1, z 1) g 1 ( t) (Α1 + z 2) +

(ûz 1û - Κ1) 2Χ(Κ1, z 1) [ΗT
1 Η1ök 11 + k 11ΩT

1 Ω1ö4 +

dT
1 d 1ök 12 + k 12ΥT

1 Υ1ö4 + h 1 ]. (12)

取　Η
-

1 = m ax{Η10ök 11 + d 10ök 12, h 1, 1},

由式 (5) , (6) , (10) , 并注意到 Χ(Κ1, z 1) f 2 (Κ1, z 1) =

Χ(Κ1, z 1) ,则式 (12) 可进一步写为

Vα
1 ≤

Ν1g 1 ( t)N (k 1) Β1 (ûz 1û - Κ1) 2Χ(Κ1, z 1) +

Η
-

1Β1 (ûz 1û - Κ1) 2Χ(Κ1, z 1) +

(ûz 1û - Κ1) 2Χ(Κ1, z 1) f (Κ1, z 1) g 1 ( t) z 2 ≤

[Ν1g 1 ( t)N (k 1) + Η
-

1 ]kα1 +

(ûz 1û - Κ1) 2Χ(Κ1, z 1) g
-

1ûz 2û. (13)

　　第 i步 (2≤ i≤ n - 1)　根据系统 (1) ,有

xαi = g i ( t) x i+ 1 + ΗT
i ( t) Ωi (x

-
i) +

dT
i ( t) Υi (x

-
i). (14)

定义
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　　　　　z i = x i - Αi- 1, (15)

　　　　　z i+ 1 = x i+ 1 - Αi, (16)

　　虚拟控制器 Αi 设计为

Αi = ΝiN (k i) Βi (x
-

i, k
-

i- 1, y r) f (Κi, z i). (17)

kαi = Βi (x
-

i, k
-

i- 1, y r) (ûz iû - Κi) 2Χ(Κi, z i). (18)

其中: Νi和 Κi为正常数, k
-

i- 1 = [k 1,⋯, k i- 1 ]T , Βi (x
-

i,

k
-

i- 1, y r) 为满足条件

Βi (x
-

i, k
-

i- 1, y r) ≥ 1 + Βθ i (x
-

i, k
-

i- 1, y r) (19)

的C 1 型函数 1其中
Βθ i (x

-
i, k

-
i- 1, y r) =

k i1ΩT
i Ωiö4 + k i2ΥT

i Υiö4 + ∑
i- 1

j= 1

5Αi- 1

5k j
kαj +

∑
i- 1

j= 1

5Αi- 1

5x j
(ûx j + 1û + 1 + k j 1ΩT

j Ωj ö4 +

k j2ΥT
j Υj ö4) +

5Αi- 1

5y r
,

k j 1 和 k j 2 (1≤ j ≤ i) 为正常量 1
考虑L yap unov函数

V i =
1
3

(ûz iû - Κi) 3Χ(Κi, z i).

根据式 (14) 和式 (15) ,其导数为

Vα
i = (ûz iû - Κi) 2Χ(Κi, z i) f (Κi, z i) [g i ( t) x i+ 1 +

ΗT
i Ωi + dT

i Υi - ∑
i- 1

j = 1

5Αi- 1

5k j
kαj -

∑
i- 1

j= 1

5Αi- 1

5x j
xαj -

5Αi- 1

5y r
yαr , (20)

取 Ηλi = m ax{Η
-

i- 1, g
-

i- 1, Ηi0ök i1 + d i0ök i2}. 由式 (16)

～ (20) 以及下列不等式关系式:

ΗT
i Ωi ≤ ΗT

i Ηiök i1 + k i1ΩT
i Ωiö4,

dT
i Υi ≤ dT

i d iök i2 + k i2ΥT
i Υiö4,

可得

Vα
i ≤Νig i ( t)N (k i) Βi (ûz iû - Κi) 2Χ(Κi, z i) +

Η
-

iΒi (ûz iû - Κi) 2Χ(Κi, z i) +

(ûz iû - Κi) 2Χ(Κi, z i) f (Κi, z i) g i ( t) z i+ 1 ≤

(Νig i ( t)N (k i) + Η
-

i) kαi +

(ûz iû - Κi) 2Χ(Κi, z i) g
-

iûz i+ 1û. (21)

　　第n步　令u - an = 01采用类似的推导方法,

可得到实际的控制器为

u = ΝnN (k n) Βn (x , k
-

n- 1, y r) f (Κn , z n) , (22)

kαn = Βn (x , k
-

n- 1, y r) (ûz nû - Κn) 2Χ(Κn , z n) , (23)

其中 Νn 和 Κn 为正常数 1同时,L yapunov函数

V n =
1
3

(ûz nû - Κn) 3Χ(Κn , z n)

的导数满足关系

Vα
n ≤ (Νng n ( t)N (k n) + Η

-

n) kαn , (24)

其中

Η
-

n = m ax{Η
-

n- 1, g
-

n- 1, Ηn0ök n1 + d n0ök n2}.

　　注 2　针对一类控制方向未知的非线性系统,

通过在线辨识控制方向, Kalou st 和Q u [3, 5 ] 提出了

一种鲁棒控制算法. 然而该算法只适用于一阶和二

阶系统,不能推广到高阶系统. 而本文的算法适用于

任意阶系统.

注 3　对于时变系统 (1) ,文献[ 6 ] 中控制器的

调节参数为 2n 个, 而本文的调节参数只需要 n 个.

当系统为高阶系统时,这将大大提高计算效率. 系统

(1) 中的未知控制系数有 n个,采用N u ssbaum 增益

技术进行控制器的设计时, 系统最小调节参数的个

数与未知控制系数的个数相等.

注 4　本文的算法放宽了对虚拟控制器的设计

约束,只要求每个虚拟控制器一阶可微.

注 5　算法的另一个特点是在参数的自适应律

中引入一个死区,通过调节参数 Κi 可任意设定死区

的大小. 当 ûz iû≤Κi时,系统中的自适应律将自动切

断,这样不但能够减小扰动量 z i对系统性能的影响,

还能抑制“迸发”现象的发生.

4　稳定性分析
　　下面给出本文的主要结果 1
定理 1　在假设A 1～ A 3成立的条件下,对于

系统 (1) ,在控制律 (22) 的作用下,整个闭环系统所

有信号是有界的, 同时跟踪误差收敛于任意设定的

区间[ - Κ1, Κ1 ].

证明　对式 (24) 求积分,即有

0≤V n ( t) ≤∫
t

0
(Νng n (Σ)N (k n (Σ) ) +

Η
-

n) dk n (Σ) + V n (0). (25)

　　首先,采用反证法证明函数 k n ( t) 在区间[ 0, tf )

上是有界的 1注意到 kαn ( t) ≥ 0,因此只需证明 k n ( t)

在区间[ 0, tf ) 有上界即可 1定义
P (k n (0) , k n ( t) ) =

∫
t

0
(Νng n (Σ)N (k n (Σ) ) + Η

-

n) dk n (Σ) ,

Π t∈ [ 0, tf ) 1假定函数 k n ( t) 在区间[ 0, tf ) 无上界,

即存在一个单调递增序列{kn ( ti) }, 当lim
i→∞

ti = tf 时,

lim
i→∞

k n ( ti) = + ∞1考虑到函数 g n ( t) 的符号未知,分

两种情况进行证明 1
1) g n ( t) > 0的情况 1设 4M + 1 > ûk n (0) û ,M

为正整数 1那么
P (k n (0) , 4M + 1) ≤

(Νng
-

nexp ( (4M + 1) 2) +

9931第 12 期 陈 刚等: 控制方向未知的时变非线性系统鲁棒控制
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Η
-

n) (4M + 1 - k n (0) ). (26)

注意到N (k n ( t) ) 在区间 (4M + 1, 4M + 3) 恒为负,

因此

P (4M + 1, 4M + 3) +

∫
t2

t1

(Νng n (Σ)N (k n (Σ) ) + Η
-

n) dk n (Σ) ≤

- 2 ö2Νng n0exp ( (4M + 3ö2) 2) + 2Η
-

n. (27)

由式 (26) , (27) 可得

P (k n (0) , 4M + 3) ≤

exp ( (4M + 1) 2) [ - 2 ö2Νng n0 ×

exp (4M + 5ö4) + Νng
-

n (4M + 1 - k n (0) ) +

exp (- (4M + 1) 2) Η
-

n (4M + 3 - k n (0) ) ].

当M →∞时, P (k n (0) , 4M + 3) →- ∞, 即与式

(25) 相矛盾 1
2) g n ( t) < 0的情况 1采用类似的推导方法,可

得到当M →∞时, P (k n (0) , 4M + 1) →- ∞,即与

式 (25) 相矛盾 1
综上所述,假设不成立,即函数 k n ( t) 在区间[ 0,

tf ) 上是有界的 1
由式 (25) 可知,V n ( t) 是有界的,从而 z n ( t) 是有

界的,即存在未知正常数w n 使得 ûz nû ≤w n , Π t∈

[ 0, tf ) 1根据式 (21) ,当 i = n - 1时,可得

Vα
n- 1 ≤

(Νn- 1g n- 1 ( t)N (k n- 1) + Η
-

n- 1) kαn- 1 +

w ng
-

n- 1 (ûz n- 1û - Κn- 1) 2Χ(Κn- 1, z n- 1) ≤

(Νn- 1g n- 1 ( t)N (k n- 1) + Η
-

n- 1 + w ng
-

n- 1) kαn- 1.

　　采用前面类似的分析方法, 可以证明 kn- 1 和

z n- 1是有界的. 同理,可以得到 k i和 z i (1≤ i≤ n -

2) 在区间[ 0, tf ) 上是有界的. 由式 (3) 可知, x 1是有

界的. 因为x 1和 z 1是有界的,根据式 (5) 可知Α1也是

有界的. 再根据式 (4) 可知 x 2是有界的. 采用类似的

递推方法,可分别得到x i (3≤ i≤n) 是有界的. 最后

根据式 (22) 可知控制量 u 是有界的. 因为闭环系统

所有信号在区间[ 0, tf ) 上是有界的,故 tf →∞.

对式 (6) 求微分,可得

k
¨

1 = (ûz 1û - Κ1) 2Χ(Κ1, z 1)
5Β1 (x 1)

5x 1
xα1 +

2Β1 (x 1) (ûz 1û - Κ1) Χ(Κ1, z 1) f (Κ1, z 1) zα1.

由 x 1 和 z 1 的有界性,可知 k
¨

1 在区间[ 0,∞) 上是有

界的,即 kα1在区间[ 0,∞) 上是一致连续的 1另一方

面, k 1 ( t) 在区间[ 0,∞) 上单调递增且有界,即有

lim
t→∞∫

t

0
kα1 (Σ) dΣ= k 1 (∞) - k 1 (0) < ∞,

由巴巴拉特引理,可得

lim
t→∞

kα1 ( t) = 0.

再根据式 (6) 和式 (10) ,即可知当 t→∞时,跟踪误

差 z 1 ( t) 收敛于任意设定的区间[ - Κ1, Κ1 ]. □

注 6　对于系统 (1) ,文献[ 6 ] 的结果只能保证

跟踪误差是有界的, 而本文的结果能使跟踪误差达

到任意设定的精度 1

5　结　　语
　　本文研究了一类时变不确定非线性系统,在时

变控制方向未知的情况下,通过引入N u ssbaum 增

益和死区修正算法,给出了一种鲁棒反步控制策略.

该算法并不需要未知时变控制系数上下界的先验知

识以及不确定参数和外界干扰的上界信息. 算法保

证了闭环系统所有信号的有界性,同时使得跟踪误

差能够达到任意设定的精度.
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