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基于 ∆算子离散化模型的连续时间系统满意控制
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(南京理工大学 自动化系, 南京 210094)

摘　要: 通过 ∆算子离散化模型,研究了连续时间线性定常随机系统的具有极点配置和稳态方差指标的满意控制问

题. 利用线性矩阵不等式理论,给出设计满意控制器及优化采样周期的方法 1数值算例验证了所提出方法的有效性.
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1　引　　言
　　自从文献 [ 1, 2 ] 发表以来, 人们认识到采用 z

变换建立的离散控制系统存在数值计算精度和稳定

性变差的问题. 因基于 ∆算子的离散系统可以很好
地解决上述问题, 故引起了人们对 ∆算子的广泛重

视[3 ]. ∆算子既可以作为离散系统的描述方式, 也可

以作为连续时间系统的离散化方法.

文献[ 4～ 8 ] 利用 ∆算子可以作为连续时间和
离散时间系统模型的统一描述方法, 将连续和离散

时间系统统一在 ∆算子系统的框架内, 研究了极点

配置、H ∞控制以及多指标约束下的鲁棒H ∞滤波等

问题. 其中连续时间系统和离散时间系统不一定是

同一个物理系统的模型.

由于现代控制系统广泛使用数字计算机, 使得

原本是连续时间的控制系统必须转化为离散时间系

统再进行分析和设计. 人们关心由此得到的分析和

设计结果应用于原连续时间系统的控制时, 系统的

动态性能会发生多大的变化. 本文侧重 ∆算子作为
离散化方法的一面, 从系统控制的快速性和精确性

指标出发, 通过其 ∆算子离散化系统研究原连续时
间系统同时满足极点配置指标和稳态方差指标的满

意控制问题. 满意控制的目标是,同时满足多个具有

明确物理意义的性能指标, 而不追求单个指标的最

优[9 ]. 本文从性能指标的角度定量地说明, 可以通

过其离散化系统对原连续时间控制系统进行设计,

包括对采样频率的设计.

2　问题描述
　　考虑随机控制系统

d
d t

x ( t) = A x ( t) + B u ( t) + Ν( t) , (1)



其中: x ∈R n 为系统状态; u ∈R m 为控制信号; Ν∈
R n 为零均值、强度为 R = E [Ν( t) ΝT ( t) ], 且与 x (0)

不相关的白噪声; A ,B 为适维的定常矩阵. 设

u ( t) = K x (k ) (2)

为系统 (1) 的线性状态反馈控制器, 相应的闭环系

统为

d
d t

x ( t) = A cx ( t) + Ν( t) , (3)

其中: A c = (A + B K ) , K ∈R n×m.

系统 (3) 基于 ∆算子的一种离散化模型为
∆x (k ) = A cx (k ) + Ν(k ) , (4)

其中: x (k ) = : x (kT ) , ∆= (q - 1) öT , T > 0为采样

周期, q为前向移位算子,即qx (k ) = x (k + 1). 离散

化模型 (4) 的 ∆算子形式为
x (k + 1) = ( I + TA c) x (k ) + ∃Ξ(k ) , (5)

其中: I∈R n×n为单位阵, ∃Ξ(k ) 为维纳过程Ξ( t) =

∫
t

0
Ν(Σ) dΣ的增量,满足

E [∃Ξ(k ) (∃Ξ(k ) ) T ] = T R. (6)

　　对尽可能大的采样周期 T ,基于 ∆算子的离散
化模型 (4) ,本文研究如何设计线性状态反馈控制器

(2) ,使得连续时间系统 (3) 同时满足如下性能指标

的满意控制问题:

1) 对于给定的实数Α> 0,闭环系统 (3) 的所有

极点满足 Κ(A c) < - Α;

2) 对于给定的 n阶对称正定矩阵X 0 > 0,闭环

系统 (3) 的稳态状态方差满足X C < X 0.

3　满意控制器的设计
　　满意控制的第 1个指标要求系统 (3) 的状态具

有优于 e- Αt的衰减率.

设D (q, r) 表示复平面上圆心位于 (q, 0) , 半径

为 r > 0的圆形区域. 设采样周期 T 充分小,使得 1

> r = 1 - T Α> 0. 根据文献 [ 4 ] 可以验证, 如果

Κ(A c) < D (- 1öT , röT ) ,当且仅当 Κ( I + TA c) <
D (0, r). 如图 1 所示, 如果 ûΚ( I + TA c) û < r, 则

R e (Κ( I + TA c) ) < - Α. 所以当 (5) 的状态 x (k ) 的

衰减率优于 rk 时,系统 (3) 的状态 x ( t) 的衰减率优

图 1　系统极点区域的对应关系

于 e- Αt, 这说明连续时间系统的快速性指标可通过

其 ∆算子离散化系统的控制器设计来实现. 根据文

献[ 11 ], (5) 的极点全部属于D (0, r) 的充分必要条

件是:存在 n 阶矩阵 P > 0满足LM I

- rP ( I + TA c) P

P ( I + TA c) T - rP
< 0. (7)

　　满意控制的第 2个指标以状态稳态方差的界,

给出了系统控制精确度的要求.

根据文献 [ 10 ], 在系统稳定的条件下, (3) 和

(5) 的稳态状态方差分别定义为

X c = lim
t→∞

E [x ( t) x T ( t) ],

x d = lim
k→∞

E [x (k ) x T (k ) ], (8)

是分别满足L yap unov方程

A cX c + X cA
T
c + R = 0, (9)

X d = ( I + TA c)X d ( I + TA c) T + T R (10)

的唯一正定解.

如果A c 是稳定的,易证存在 T 0 > 0,对任意的

T ∈ (0, T 0 ], 系数矩阵 ( I + TA c) 是稳定的, 从而

(10) 存在正定解X d (T ). 对 (10) 进行整理,有

A cX d + X dA
T
c + TA cX dA

T
c + R = 0. (11)

根据文献[ 12 ] 中的R iccat i方程解的单调性结论可

以证明,对于 T ∈ (0, T 0 ], (10) 的正定解X d (T ) 是

单调减小的,且X c≤X d (T ) ,所以 lim
T→0+

X d (T ) 存在

且满足 (9). 由正定解的存在唯一性可知 lim
T→0+

X d (T )

= X c,即对于 T ∈ (0, T 0 ],有

X c≤X d (T ) , lim
T→0+

X d (T ) = X c. (12)

　　再由文献[ 12 ]中R iccat i方程解的单调性可知,

如果存在 n 阶矩阵X > 0满足矩阵不等式

A cX + X A T
c + TA cX A T

c + R < 0, (13)

则

X c≤X d (T ) < X . (14)

根据 Schu r补定理,矩阵不等式 (13) 等价于LM I

A cX + X A T
c + R A cX

X A T
c -

1
T

X
< 0. (15)

这说明当采样周期 T → 0+ 时, ∆算子离散化系统的
状态稳态方差趋于原连续时间系统的状态稳态误

差, 且连续时间系统的方差指标控制问题可通过 ∆
算子离散化系统来解决. 与此同时,采样周期T 也可

作为系统设计的参数, 因此从性能指标的角度为离

散控制系统采样频率的确定提供了依据.

综上所述,有如下结果:

定理 1　满意控制问题存在可行解的充分条件

是: 对于采样周期0 < T < 1öΑ,存在n阶正定矩阵P
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> 0, X > 0满足矩阵不等式

- rP ( I + TA c) P

P ( I + TA c) T - rP
< 0, (16)

A cX + X A T
c + R A cX

X A T
c -

1
T

X
< 0, (17)

　　　　X < X 0, (18)

其中 r = 1 - T Α1
下面将定理 1的条件转化为对采样周期 T 可进

行搜索,对 P > 0, X > 0可进行数值解算的LM I形

式. 为减少设计的保守性, 根据文献 [ 13 ] 的变尺度

方法,设存在某一正数 Ρ > 0使得 1
Ρ P = X . 同时设

G = K P ∈R m×n ,即 K = GP - 1.

定理 2　满意控制问题存在可行解的充分条件

是: 对于采样周期0 < T < 1öΑ,存在Ρ> 0, n阶正定

矩阵 P > 0和m × n 阶矩阵G 满足LM Is

- rP P + TA P + TB G

P + T PA T + T G TB T - rP
< 0,

(19)

A P + PA T + B G +

G TB T + ΡR
A P + B G

PA T + GTB T -
1
T

P

< 0, (20)

　　　　　P < ΡX 0, (21)

其中 r = 1 - T Α.
由上述讨论可见, 若对某个 T > 0,LM Is (19)

～ (21) 存在正定解, 那么对于比它小的采样周期,

上述LM Is也存在正定解, 此时能搜索到满足可行

解的尽可能大的采样周期. 合适的较大的采样周期,

有利于数字控制系统的工程实现.

4　数值算例
　　考虑例子[14 ] ,其中对应于系统 (1) ,

A =
- 0. 89 1

- 142. 6 0
,B =

- 0. 119

- 130. 8
,

R =
0 0

0 31 773. 06
.

　　取X 0 =
5 0

0 50
, Α= 1, r = 1 - T Α,搜索尽可

能大的采样周期 T ,使LM Is (19)～ (21) 存在正定

解. 利用M a t l a b的L M I s工具箱求得 , 当 T =

0. 001 55时,

P =
0. 543 20 - 0. 164 93

- 0. 164 93 11. 591 09
,

G =
- 0. 590 15

56. 593 69

T

, Ρ = 0. 233 69,

从而K = GP - 1 = (0. 397 76　4. 888 18). 此时闭环

系统 (3) 的极点为 - 1. 064 88, - 639. 245 97,状态

稳态方差为

X =
0. 006 378 0. 014 291

0. 014 291 24. 842 677
,

可见, 通过 ∆算子离散化模型的设计达到了原连续
时间系统的满意控制指标要求.

5　结　　论
　　本文从系统性能指标的角度说明,通过其 ∆离
散化模型可以对原连续时间控制系统进行控制器设

计, 包括对采样频率的设计, 使原连续时间系统实

现具有极点配置指标和状态稳态方差指标的满意控

制.
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且需要一定的学习时间.
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