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广义随机系统的集值滤波

吴 健 荣
(苏州科技学院 应用数学系, 江苏 苏州 215009)

摘　要: 在具有控制输入和动态噪声与观测噪声相关的情况下,给出线性随机系统的集值滤波方程; 利用矩阵分解

和系统变换的技巧,得到广义随机系统的集值滤波方程. 这种状态估计方法适用于初始状态均值位于一个凸集之中

的随机系统. 与传统 Kalm an 滤波产生单个条件分布不同,这里的集值滤波给出一个条件分布的凸集.
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Abstract: In case of the ex istance of con tro l inpu ts o r co rrela t ion betw een the inpu ts no ise and the m easurem ent

no ise, the set2valued filtering equation fo r stochastic linear system s is given. By using the techn iques of the m atrix

decompo sit ion and the system transfo rm ation, the set2valued filtering fo r stochastic singu lar linear system s is also

designed. T h is m ethod is fit to est im ate the sta te of a stochastic system that the in it ia l sta te is a random vecto r w ith

m ean value lying in a convex set. R ather than p ropagating a single condit ional distribu tion as does conven tional

Kalm an filtering, a convex set of condit ional distribu tions is p rovided by the set2valued filtering.
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1　引　　言
　　传统的 Kalm an 滤波给出的状态估计结果是单

值的,并且依赖于初始条件的精确性. 但在实际系统

中, 由于数据的局限性, 初始均值很难做到十分精

确,一般仅能给出初始均值的一个取值范围. 对于这

类问题,如果沿用传统的 Kalm an 滤波方法进行估

计, 往往不能得到满意的结果. 为弥补这一缺陷,

M o rrell等[1 ]提出了集值滤波的思想. 这种方法是传

统 Kalm an 滤波方法的推广,它允许初始均值具有

不确定性,当然所给出的状态估计往往是不唯一的.

这种结果在某种意义上更符合实际,在此基础上实

施的控制有时会更加有效. 目前,关于集值滤波的研

究已取得了一些重要的成果[1～ 3 ].

广义系统作为一般系统的推广,近年来得到了

大量的研究[4 ]. 鉴于广义系统的解对输入项具有特

别强的敏感性,广义系统的状态估计问题尤其受到

了人们的关注[5 ]. 本文的目的就是要将集值滤波引

入广义随机系统中. 首先给出在噪声相关的情况下,

随机系统的集值滤波方程; 然后利用矩阵分解和系

统变换的技巧,得到广义随机系统的集值滤波方程.

2　噪声相关系统的集值滤波
　　考察线性随机系统

x k+ 1 = A kx k + G k Ξk ,

y k+ 1 = B k+ 1x k+ 1 + Χk+ 1. (1)

其中: A k∈R n×n , x k∈R n , y k+ 1∈R m ; B k+ 1与G k为适

维矩阵, k = 0, 1, 2,⋯; {Ξk , k ≥ 0} 和{Χk+ 1, k ≥ 0}

为互不相关的零均值高斯白噪声, 协方差矩阵分别

为Q k 和R k ,且它们与初始状态 x 0也互不相关. 初始
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文献 [ 1 ] 给出了系统 (1) 的集值滤波算法 (Π k

> 1) :
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　　预测方差
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　　滤波方程
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K kûk = [ I - M kB k ]K kûk- 1; (8)

　　波滤方差

P kûk = [ I - M kB k ]P kûk- 1; (9)

　　增益方程

M k = P kûk- 1B
T
k [B kP kûk- 1B

T
k + R k ]- 1. (10)

系统 (1) 没有输入项, 动态噪声和观测噪声互不相

关,这些假定基本上与实际控制系统的空载情形相

对应,因此,其适用范围十分有限.

下面考虑具有控制输入项的情形:

x k+ 1 = A kx k + D ku k + G k Ξk ,

y k+ 1 = B k+ 1x k+ 1 + F k+ 1u k+ 1 + Χk+ 1. (11)

其中: u k∈R s为控制输入向量,D k∈R n×s及F k+ 1∈

R m×s为输入矩阵, 其他各向量、矩阵的意义和关于

随机性的假设与系统 (1) 相同. 由于输入项的加入

只影响有关量的均值, 而不影响其方差, 系统 (11)

的集值滤波公式与 (2) 的基本相同, 仅需将其中的

(3) 与 (7) 分别改写为

　c
-

kûk- 1 = A k- 1 c
-

k- 1ûk- 1 + D k- 1u k- 1, (12)

　c
-

kûk = c
-

kûk- 1 + M k [y k - B k c
-

kûk - 1 - F ku k ]. (13)

　　现在讨论当动态噪声与观测噪声相关时,随机

系统的集值滤波问题. 为此,假设在随机系统

x k+ 1 = A kx k + D ku k + G k Ξk ,

y k+ 1 = B k+ 1x k+ 1 + F k+ 1u k+ 1 + Χk+ 1. (14)

中,动态噪声{Ξk , k≥ 0}与观测噪声{Χk+ 1, k≥ 0}是

相关的,例如

E (Ξk ΧT
j ) = S k ∆(k , j ) , k , j ≥ 1, (15)

其中 S k 为非零矩阵. 引进矩阵

L k = G kS kR
- 1
k ,Aϖk = A k - L kB k ,

Fϖk+ 1 = [F k+ 1　0 ],D{ k = [D k - L kF k　L k ],

以及向量

Ξθk = G k Ξk - L k Χk , uθk =
u k

y k

,

则系统 (14) 可转化为

x k+ 1 = Aϖkx k + D{ ku
θ

k + Ξθk ,

y k+ 1 = B k+ 1x k+ 1 + Fϖk+ 1uθk+ 1 + Χk+ 1. (16)

注意到

E (Ξθk ΧT
j ) = 0, E (Ξθk) = 0, E (Ξθkx

T
0 ) = 0,

E (Ξθk ΞθT
j ) = var (Ξθk ) ∆(k , j ) ,

其中 var (Ξθk ) = G kQ kG
T
k - L kS

T
kL

T
k.

可见, 系统 (16) 中的动态噪声和观测噪声互不相

关. 若将 uθk 看作是新的控制输入, 则 (16) 的结构与

系统 (11) 的结构完全一致. 所以, 根据系统 (11) 的

集值滤波方程,可立即得到系统 (14) 的集值滤波方

程,这里不再赘述.

3　广义随机系统的集值滤波
　　考虑广义线性随机系统

E k+ 1x k+ 1 = A kx k + D ku k + Ξk ,

y k+ 1 = B k+ 1x k+ 1 + Χk+ 1, (17)

其中: E k+ 1,A k∈R p×n , x k∈R n , k = 0, 1, 2,⋯;其他

各向量、矩阵的意义和关于{Ξk , k ≥ 0}和{Χk+ 1, k ≥

0}的随机性假设与系统 (1) 相同.

假定系统 (17) 是能估计的[5 ] ,即

rank
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则存在非奇异阵 T k =
T 11

k T 12
k

T 21
k T 22

k

,使得

T k

E k

B k

=
I

0
. (19)

将 (17) 合写成
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0
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0 I

u k
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上式两边同左乘 T k+ 1 得

x k+ 1 = T 11
k+ 1A kx k + T 11

k+ 1D ku k +

　　　T 12
k+ 1y k+ 1 + T 11

k+ 1Ξk - T 12
k+ 1Χk+ 1,

0 = T 21
k+ 1A kx k + T 21

k+ 1D ku k +

　　T 22
k+ 1y k+ 1 + T 21

k+ 1Ξk - T 22
k+ 1Χk+ 1. (20)

令

　　u k , k+ 1 =
u k

y k+ 1

, Ξk , k+ 1 = T 11
k+ 1Ξk - T 12

k+ 1Χk+ 1,

　　Χk , k+ 1 = T 21
k+ 1Ξk - T 22

k+ 1Χk+ 1, (21)
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　　D k , k+ 1 = [T 11
k+ 1D k　T 12

k+ 1 ],

　　　　　F k , k+ 1 = [T 21
k+ 1D k　T 22

k+ 1 ], (22)

从而系统 (17) 可以改写为

x k+ 1 = T 11
k+ 1A kx k + D k , k+ 1u k , k+ 1 + Ξk , k+ 1,

0 = T 21
k+ 1A kx k + F k , k+ 1u k , k+ 1 + Χk , k+ 1. (23)

由{Ξk } 和{Χk+ 1} 的随机特性知, {Ξk , k+ 1} 和{Χk , k+ 1}

也是零均值的高斯白噪声, 且都与 x 0 互不相关. 但

{Ξk , k+ 1}与{Χk , k+ 1}是相关的,通过简单计算,可以验

证它们满足如下协方差矩阵:

E
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　　所以,系统 (23) 可以看作形如 (14) 的噪声相关

随机系统, 其中观测值始终取为零. 从而系统 (17)

的集值滤波方程可由系统 (14) 的集值滤波方程得

到. 为完整起见, 下面给出系统 (17) 的集值滤波方

程 (Π k > 1) :
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　　滤波方差
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21
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　　增益方程

M k = P kûk- 1A
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其中　　L k = S k , k+ 1R
- 1
k , k+ 1,

　　　　Aϖk = T 11
k+ 1A k - L kT

21
k+ 1A k ,
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Q k , k+ 1, R k , k+ 1, S k , k+ 1 的定义如式 (25)～ (27). 算法

初值如系统 (1) 中的假定.

注 1　条件 (18) 实际上是广义系统的一种较强

的能观性,它是滤波器存在的充分而非必要的条件.

事实上, 为了得到随机系统 (17) 的集值滤波, 可将

条件 (18) 减弱为 Y 2能观[5 ]. 此时,系统 (17) 一般不

能改写成 (23) 的形式,但通过状态变换可将其改写

成如下形式[6 ]:

x k+ 1, 1 = A�kx k , 1 + D�ku k + F�ky k + Ξ�k , (37a)

z k = B�kx k , 1 + Χζk , (37b)

x k , 2 = L�kx k , 1 + M�
ku k + N�ky k + Νυk. (37c)

不难看出,利用第 2节的结论可得到子系统 (37a) 和

(37b) 的集值滤波, 在此基础上根据 (37c) 可得到

x k , 2 的集值滤波,从而得到原系统的集值滤波方程.

4　结　　语
　　本文首先将一般线性随机系统的集值滤波形式

推广到具有控制输入和动态噪声与观测噪声相关的

情形; 在此基础上, 利用矩阵分解和系统变换的技

巧,导出了广义随机系统的集值滤波方程,弥补了这

方面研究的空白,为广义随机系统的状态估计提供

了一种可行的算法. 另外,利用本文给出的方法,不

难得到广义随机系统的平滑与预测算法.
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