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关于强化缓冲算子的研究
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摘　要: 运用灰色系统理论,在对缓冲算子研究的基础上,构造一类具有普遍意义的强化缓冲算子,研究了它们的一

些特性及内在关系,从而有效解决了冲击扰动数据序列在建模预测过程中常常出现的定量预测结果与定性分析结论

不符的问题 1实例验证了该算子的有效性与实用性 1
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1　引　　言
　　灰色系统理论的特色是研究“小样本”、“贫信

息”不确定性问题[1 ] ,因此充分开发利用已占有的信

息来挖掘系统本身固有的规律是灰色系统理论研究

的基本准则[2 ]. 人们可以通过社会、经济、生态等系

统的行为特征数据来寻求因素之间或因素自身的变

化规律[3 ]. 灰色系统理论认为,尽管客观系统的表象

复杂,数据离乱,但它们总有自身的整体功能,必然

蕴藏某种内在规律,关键是如何选择适当的方法去

挖掘并利用它[4, 5 ]. 在建模预测过程中,为能正确把

握事物的本质规律,必须排除扰动项的作用,冲击扰

动项对数据序列的干扰是两方面的: 既可以加快数

据的发展趋势或使数据序列的振幅变大,又可以减

缓数据的发展趋势或使数据序列的振幅变小[6～ 8 ].

在文献[ 4, 9 ]中,刘思峰提出了冲击扰动系统和缓冲

算子; 在文献[ 10, 11 ]中,作者构造出一类实用的弱

化缓冲算子及其弱化缓冲算子的应用; 在文献 [ 12 ]

中,谢乃明提出了一种新的弱化缓冲算子.

　　本文在上述工作的基础上,针对冲击扰动序列

的后一种情况,构造出若干新的强化缓冲算子,并研

究了其特性及各种强化缓冲算子之间的内在关系,

从而使序列前一部分增长 (衰减)速度过缓,而后一

部分增长 (衰减)速度过快的冲击扰动系统数据序列

在建模预测过程中常常出现的定量预测结果与定性

分析结论不符的问题得到有效解决.

2　基本概念
　　 定义 1 [13 ]　 设系统行为数据序列为 X =

(x (1) , x (2) ,⋯, x (n) ) ,若:



1) Π k = 2, 3,⋯, n , x (k ) - x (k - 1) > 0,称X

为单调增长序列;

2) Π k = 2, 3,⋯, n , x (k ) - x (k - 1) < 0,称X

为单调衰减序列;

3) 若存在 k , k′∈ {2, 3,⋯, n}, 有 x (k ) - x (k

- 1) > 0,或 x (k’) - x (k’- 1) < 0,称X 为振荡

序列.

定义 2　设系统行为数据序列为 X = (x (1) ,

x (2) ,⋯, x (n) ) ,

1) 令 r (k ) = (x (n) - x (k ) ) ö(n - k ) (k = 1,

2,⋯, n) ,称 r (k ) 为序列X 从x (k ) 到x (n) 的平均变

化率,对于单调增长序列, r (k ) 为X 从 x (k ) 到 x (n)

的平均增长率; 对于单调衰减序列, r (k ) 为 X 从

x (k ) 到 x (n) 的平均衰减率;

2) 令M = m ax{x (k ) ûk = 1, 2,⋯, n},m =

m in{x (k ) ûk = 1, 2,⋯, n} 称M - m 为序列X 的振

幅.

定义 3　设 X 为系统行为数据序列,D 为作用

于X 的算子, X 经算子D 作用后所得序列记为 X D

= (x (1) d , x (2) d ,⋯, x (n) d ) ,则称D 为序列算子.

公理 1[4 ] (不动点公理)　设X 为系统行为数据

序列,D 为序列算子,则D 满足

x (n) d = x (n).

　　公理 2 (信息充分利用公理)　系统行为数据

序列X 中的每一个数据 x (k ) , k = 1, 2,⋯, n都应充

分地参与算子作用的整个过程.

公理 3 (解析化、规范化公理)　任意的 x (k ) d ,

k = 1, 2,⋯, n , 皆可由一个统一的 (x (1) , x (2) ,⋯,

x (n) ) 初等解析式表达.

满足上述 3公理的序列算子称为缓冲算子, X D

称为缓冲序列.

定义 4　设 X 为系统行为数据序列,D 为序列

算子, 若满足下列两个条件, 则称缓冲算子D 为强

化缓冲算子:

1) 当X 为单调增长序列 (单调衰减序列) 时,缓

冲序列X D 比行为系统数据序列 X 的增长速度 (或

衰减速度) 加快;

2) 当X 为振荡序列时,缓冲序列X D 比系统行

为数据序列X 的振幅增大.

定理 1[14 ]　1) 设 X 为单调增长序列, X D 为缓

冲序列,则

D 为强化缓冲算子 Ζ x (k ) ≥ x (k ) d ,

k = 1, 2,⋯, n;

　　2) 设X 为单调衰减序列, X D 为缓冲序列,则

D 为强化缓冲算子 Ζ x (k ) ≤ x (k ) d ,

k = 1, 2,⋯, n;

　　3) 设X 为振荡序列, X D 为缓冲序列,D 为强化

缓冲算子,则

m ax
1≤k≤n

{x (k ) }≤m ax
1≤k≤n

{x (k ) d },

m in
1≤k≤n

{x (k ) }≥ m in
1≤k≤n

{x (k ) d }.

　　由定理 1可知,单调增长序列在强化缓冲算子

作用下,数据萎缩;单调衰减序列在强化缓冲算子作

用下,数据膨胀.

3　强化缓冲算子的构造
　　定理 2　 设 X = (x (1) , x (2) ,⋯, x (n) ) 为系

统行为数据序列,令

X D 1 = (x (1) d 1, x (2) d 1,⋯, x (n) d 1) ,

其中

x (k ) d 1 = (n - k + 1) (x (k ) ) 2 ∑
n

i= k

x ( i) ,

∑
n

i= k

x ( i) ≠ 0, k = 1, 2,⋯, n , (1)

则当 X 为单调增长序列,单调衰减序列或振荡序列

时,D 1 皆为强化缓冲算子.

　　证明　容易验证,D 1满足缓冲算子 3公理,因

而D 1 为缓冲算子.

　　1) 当X 为单调增长序列时,因为

x (k ) d 1 =
(n - k + 1) (x (k ) ) 2

x (k ) + x (k + 1) + ⋯ + x (n) ≤

(n - k + 1) (x (k ) ) 2

x (k ) + x (k ) + ⋯ + x (k ) = x (k ) ,

　　k = 1, 2,⋯, n ,

所以当X 为单调增长序列时,D 1 为强化缓冲算子.

　　2) 同理可证,当X 为单调衰减序列时,D 1 为强

化缓冲算子.

　　3) X 为振荡序列时,设

x ( l) = m ax{x (k ) ûk = 1, 2,⋯, n},

x (h ) = m in{x (k ) ûk = 1, 2,⋯, n}.

由于

x ( l) d 1 =
(n - l + 1) (x ( l) ) 2

x ( l) + x ( l + 1) + ⋯ + x (n) ≥

(n - l + 1) x ( l) õ x ( l)
x ( l) + x ( l) + ⋯ + x ( l)

= x ( l) ,

同理可证

x (h ) d 1 =

(n - h + 1) (x (h ) ) 2

x (h ) + x (h + 1) + ⋯ + x (n) ≤ x (h ) ,

故X 为振荡序列时,D 1为强化缓冲算子. 称D 1为平

均强化缓冲算子 (A SBO ). □

定理 3　设X = (x (1) , x (2) ,⋯, x (n) ) 为系统

行为数据序列,且 x ( i) > 0,令

X D 2 = (x (1) d 2, x (2) d 2,⋯, x (n) d 2) ,
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其中

x (k ) d 2 =
(x (k ) ) 2

[x (k ) õ x (k + 1)⋯x (n) ]1ö(n- k+ 1) =

(x (k ) ) 2ö[0
n

i= k

x ( i) ]
1ö(n- k+ 1)

,

　　k = 1, 2,⋯, n , (2)

则当 X 为单调增长序列,单调衰减序列或振荡序列

时,D 2 皆为强化缓冲算子.

　　证明　容易验证,D 2满足缓冲算子 3公理,因

而D 2 为缓冲算子.

　　1) 当X 为单调增长序列时,因为

x (k ) d 2 =
(x (k ) ) 2

[x (k ) õ x (k + 1)⋯x (n) ]1ö(n- k+ 1) ≤

(x (k ) ) 2

[x (k ) õ x (k )⋯x (k ) ]1ö(n- k+ 1) = x (k ) ,

　　k = 1, 2,⋯, n ,

所以当X 为单调增长序列时,D 2 为强化缓冲算子.

　　2) 同理可证,当X 为单调衰减序列时,D 2 为强

化缓冲算子.

　　3) 当X 为振荡序列时,设

x ( l) = m ax{x (k ) ûk = 1, 2,⋯, n},

x (h ) = m in{x (k ) ûk = 1, 2,⋯, n}.

由于

x ( l) d 2 =
(x ( l) ) 2

[x ( l) õ x ( l + 1)⋯x (n) ]1ö(n- l+ 1) ≥

x ( l) õ x ( l)
[x ( l) õ x ( l)⋯x ( l) ]1ö(n- l+ 1) = x ( l).

同理可证

x (h ) d 2 =

(x (h ) ) 2

[x (h ) õ x (h + 1)⋯x (n) ]1ö(n- h+ 1) ≤ x (h ) ,

故X 为振荡序列时,D 2为强化缓冲算子. 并称D 2为

几何平均强化缓冲算子 (GA SBO ). □

定理 4　设X = (x (1) , x (2) ,⋯, x (n) ) 为非负

的系统行为数据序列,则

(x (k ) ) 2ö[0
n

i= k

x ( i) ]
1ö(n- k+ 1)

= x (k ) d 2 ≥

x (k ) d 1 = (n - k + 1) (x (k ) ) 2 ∑
n

i= k

x ( i) ,

　　k = 1, 2,⋯, n. (3)

所有等式成立当且仅当 x (1) = x (2) = ⋯ = x (n) ,

即序列为常数序列.

证明　直接利用算术平均数与几何平均数的

不等式关系,可知定理结论成立. □

有时系统行为数据序列的重要程度还与各时点

有关, 假设各时点的权重向量为 Ξ = (Ξ1, Ξ2,⋯,

Ξn).

定理 5　设X = (x (1) , x (2) ,⋯, x (n) ) 为系统

行为数据序列, 各时点的权重向量为 Ξ = (Ξ1, Ξ2,

⋯, Ξn).

X D 3 = (x (1) d 3, x (2) d 3,⋯, x (n) d 3) ,

其中

x (k ) d 3 =

(Ξk + Ξk+ 1 + ⋯ + Ξn) (x (k ) ) 2

Ξkx (k ) + Ξk+ 1x (k + 1) + ⋯ + Ξnx (n) =

∑
n

i= k

Ξi (x (k ) ) 2 ∑
n

i= k

Ξix ( i) , k = 1, 2,⋯, n , (4)

则当 X 为单调增长序列,单调衰减序列或振荡序列

时,D 3 皆为强化缓冲算子.

　　证明　容易验证,D 3满足缓冲算子 3公理,因

而D 3 为缓冲算子.

1) 当X 为单调增长序列时,因为

x (k ) d 3 =

(Ξk + Ξk+ 1 + ⋯ + Ξn) (x (k ) ) 2

Ξkx (k ) + Ξk+ 1x (k + 1) + ⋯ + Ξnx (n) ≤

(Ξk + Ξk+ 1 + ⋯ + Ξn) (x (k ) ) 2

Ξkx (k ) + Ξk+ 1x (k ) + ⋯ + Ξnx (k ) = x (k ) ,

　　k = 1, 2,⋯, n ,

所以当X 为单调增长序列时,D 3 为强化缓冲算子.

2) 同理可证,当X 为单调衰减序列时,D 3 为强

化缓冲算子.

3) 当X 为振荡序列时,设

x ( l) = m ax{x (k ) ûk = 1, 2,⋯, n},

x (h ) = m in{x (k ) ûk = 1, 2,⋯, n}.

由于

x ( l) d 3 =

(Ξl + Ξl+ 1 + ⋯ + Ξn) (x ( l) ) 2

Ξlx ( l) + Ξl+ 1x ( l + 1) + ⋯ + Ξnx (n) ≥

(Ξl + Ξl+ 1 + ⋯ + Ξn) (x ( l) ) 2

Ξlx ( l) + Ξl+ 1x ( l) + ⋯ + Ξnx ( l)
= x ( l) ,

同理可证

x (h ) d 3 =

(Ξh + Ξh+ 1 + ⋯ + Ξn) (x (h ) ) 2

Ξhx (h ) + Ξh+ 1x (h + 1) + ⋯ + Ξnx (n) ≤ x (h ) ,

故X 为振荡序列时,D 3为强化缓冲算子. 并称D 3为

加权平均强化缓冲算子 (W A SBO ). □

定理 6　设 Ξ = (1, 1,⋯, 1) ,即 Ξi = 1,则

x (k ) d 3 = ∑
n

i= k

Ξi (x (k ) ) 2 ∑
n

i= k

Ξix ( i) =

(n - k + 1) (x (k ) ) 2 ∑
n

i= k

x ( i) = x (k ) d 1,

即平均强化缓冲算子 (A SB ) 是加权平均强化缓冲

算子 (W A SB ) 的特例.

定理 7　设X = (x (1) , x (2) ,⋯, x (n) ) 为系统
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行为数据序列,且 x ( i) > 0各时点的权重向量为 Ξ
= (Ξ1, Ξ2,⋯, Ξn) , Ξk ≥ 0, Ξn ≠ 0 (k = 1, 2,⋯, n ) 1
则

X D 4 = (x (1) d 4, x (2) d 4,⋯, x (n) d 4) ,

其中

x (k ) d 4 = (x (k ) ) 2ö[0
n

i= k

x ( i) Ξi ]
1 ∑

n

i= k
Ξi,

k = 1, 2,⋯, n ,

则当 X 为单调增长序列,单调衰减序列或振荡序列

时,D 4 皆为缓冲强化算子.

　　证明　容易验证,D 4满足缓冲算子 3公理,因

而D 4 为缓冲算子.

　　1) 当X 为单调增长序列时,因为对任意的 k 有

x (k ) d 4 = (x (k ) ) 2ö[x (k ) Ξk õ x (k + 1) Ξk+ 1⋯

x (n) Ξn ]1ö(Ξk+ Ξk+ 1+ ⋯+ Ξn
) ≤

(x (k ) ) 2ö[x (k ) Ξk õ x (k ) Ξk+ 1

⋯x (k ) Ξn ]1ö(Ξk+ Ξk+ 1+ ⋯+ Ξn
) = x (k ) ,

所以当X 为单调增长序列时,D 4 为缓冲强化算子.

2) 同理可证,当X 为单调衰减序列时,D 4 为强

化缓冲算子.

　　3) 当X 为振荡序列时,设

x ( l) = m ax{x (k ) ûk = 1, 2,⋯, n},

x (h ) = m in{x (k ) ûk = 1, 2,⋯, n}.

由于

x ( l) d 4 =

(x ( l) ) 2

[x ( l) Ξl õ x ( l + 1) Ξl+ 1⋯x (n) Ξn ]1 ∑
n

i= l
Ξi

≥

(x ( l) ) 2

[x ( l) Ξl õ x ( l) Ξl+ 1⋯x ( l) Ξn ]1 ∑
n

i= l
Ξi

= x ( l) ,

同理可证

x (h ) d 4 =

(x (h ) ) 2

[x (h ) Ξh õ x (h + 1) Ξh+ 1⋯x (n) Ξn ]1 ∑
n

i= h
Ξi

≤ x (h ) ,

故X 为振荡序列时,D 4为强化缓冲算子. 并称D 4为

加权几何平均强化缓冲算子 (W GABSO ). □

定理 8　设 Ξ = (1, 1,⋯, 1) ,即 Ξi = 1,则

x (k ) d 4 =

(x (k ) ) 2

[x (k ) Ξk õ x (k + 1) Ξk+ 1⋯x (n) Ξn ]1 ∑
n

i= k
Ξi

=

(x (k ) ) 2

[x (k ) õ x (k )⋯x (k ) ]1ö(n- k+ 1) = x (k ) d 2. (5)

即几何平均缓冲强化算子 (GABSO ) 是加权几何平

均缓冲强化算子 (W GABSO ) 的特例.

从以上讨论可知, 单调增长序列在强化缓冲算

子作用下数据萎缩; 而单调衰减序列在强化缓冲算

子作用下数据膨胀. 由于在缓冲算子作用时,必须要

满足不动点公理, 即 x (n) d = x (n) , 因此在强化缓

冲算子作用下, 强化缓冲作用序列的衰减速度比原

始序列的衰减速度减缓; 同理, 对于单调增长序列,

在强化缓冲算子作用下, 强化缓冲作用序列的增长

速度比原始序列的增长速度减缓. 因此当原始数据

序列前一部分增长 (衰减) 速度过缓,而后一部分增

长 (衰减) 速度过快时,利用所构造的强化缓冲算子

对原始数据序列进行作用,将使序列变得比较平缓,

并且考虑了“新息优先”的原则,即最新的信息在缓

冲算子作用下是保持不变的, 因而它使预测模型的

模拟精度显著提高. 强化缓冲算子能有效地消除这

种冲击扰动系统数据序列在建模预测过程中的干

扰.

4　实　　例
　　某企业开发一种新产品,其月销售额如表 1所

示.

表 1　新产品的月销售额

月份 1 2 3 4 5 6 7

销售额ö万元 60. 8 62. 6 65. 7 70. 4 77. 4 86. 7 96. 8

　　由表1可以计算出该企业各月销售额增长率分

别为2. 96◊ , 4. 95◊ , 7. 12◊ , 9. 94◊ , 12. 01◊ ,

11. 65◊ . 由此可以看出, 原始数据序列前半部分增

长速度比后半部分增长过缓, 因此可利用强化缓冲

算子对原始数据序列进行作用以消除原始序列冲击

扰动因素的干扰.

下面用前 6个月的销售额来模拟 7月份的销售

额,并预测 8月份的销售额,以此检测模型的模拟精

度. 首先利用原始数据建立灰色GM (1, 1) 模型进行

预测,得灰色 GM (1, 1) 预测模型为

xδ(k + 1) = 695. 879e0. 084k - 635. 07,

预测结果为 xδ(7) = 92. 6, xδ(8) = 100. 7.

如果把原始数据序列首先用平均强化缓冲算子

作用,然后再建立灰色 GM (1, 1) 模型进行预测,得

xδ(k + 1) = 385. 23e0. 1248k - 332. 83,

预测结果为 xδ(7) = 95. 8, x
δ(8) = 108. 3.

利用原始序列直接建立灰色 GM (1, 1) 模型预

测,所得模型的相对误差为 4. 34◊ ; 如果先用平均

强化缓冲算子作用,然后再建立灰色GM (1, 1) 模型

预测,所得模型的相对误差为 1. 03◊ . 由此可见,利

用平均强化缓冲算子对原始序列进行作用后, 预测

精度明显提高,并且比较符合实际情况. 因此当原始

数据序列的前半部分增长 (衰减) 速度较慢,而后半

部分增长 (衰减) 速度较快时,在进行预测时首先应
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对原始数据序列进行强化缓冲算子作用, 然后再进

行建模, 则能有效地消除冲击扰动系统数据序列在

建模预测过程的干扰.

5　结　　语
　　本文研究了缓冲算子,构造了平均强化缓冲算

子 (A SBO ) , 几何平均强化缓冲算子 (GA SBO ) , 加

权平均强化缓冲算子 (W A SBO ) , 以及加权几何平

均强化缓冲算子 (W GA SBO ) ,并研究了它们的一些

特性及它们之间的内在关系 1该算子使用方便,易

于在计算机上实现. 这些算子为解决冲击扰动数据

序列在建模预测过程的干扰提供了一种新的方法.

需要说明的是,本文所构建的缓冲算子并非是万能

的,在使用该算子时,一定要遵循定性分析与定量分

析相结合的原则,钱学森提出的研讨厅体系能够给

人们以启示.
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