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摘　要: 研究非线性耦合的两个统一混沌系统的同步问题 1首先利用线性时变系统的稳定性理论,推出当两个统一

混沌系统的误差系统渐近稳定时,耦合函数的参数选择范围,从而得出两个统一混沌系统全局渐近同步的充分条件.

然后基于Routh2H urw itz稳定性判别方法,同样得出了混沌系统同步的一个充分条件. 通过数值仿真发现,根据第 1

种方法选择的参数能使混沌系统全局渐近同步; 而依据第 2种方法选择的参数,即使误差系统系数矩阵的瞬间特征

值具有负实部,也会出现混沌同步失去的情况,从而表明了该分析方法的有效性.
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Abstract: T he issue of the synch ron ization of tw o nonlinearly coup led un ified chao tic system s is dealt w ith. A

sufficien t condit ion fo r synch ron ization is at ta ined by using the criterion of the stab ility of t im e2varying system s. In

addit ion, ano ther sufficien t condit ion fo r synch ron ization is ob tained w hen the stab ility criterion of Routh2H urw itz is

emp loyed. Compared w ith the tw o k inds of resu lts, the synch ron ization sta te is stab le by the first criterion w hen the

range of the param eters in a vecto r coup ling function is given. U nfo rtunately, the synch ron ization is som etim es lo ss

w hen using the second criterion. M o reover, the analytic m ethod is tested in coup led un ified system , and the

num erical resu lts show the effectiveness of the theo retical analysis.
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1　引　　言
　　近年来,混沌同步在保密通讯、信号处理和生命

科学等方面有着十分广泛的应用前景,人们提出了

许多混沌同步的方法[1～ 7 ],如自适应方法,激活控制

方法, back stepp ing 方法,线性控制法等. 最近,人们

对利用不同的方法来耦合两个相同或不同的混沌系

统同步产生了很大的兴趣. 如采用活动控制器实现

两个相同Roβssler 混沌系统和两个相同Chen 混沌

系统分别同步[3 ]; 利用激活控制法实现L o renz混沌

系统、LU 混沌系统和Chen 混沌系统相互之间的混

沌同步[4 ]; 利用线性耦合方法实现统一混沌系

统[5～ 6 ]的同步等. 然而,为使混沌同步能够得到更好

的应用,也为了保证有高质量的同步,对于混沌同步

条件的研究同样重要. 目前,已有许多混沌同步存在

的判定方法,如Rou th2H u rw itz稳定性判别法[5 ]; 基

于李亚谱诺夫稳定性求解线性不等式的最优解的方

法[6 ];李亚谱诺夫指数法[7 ]等.

本文对两个统一混沌系统的非线性耦合同步进

行分析. 考虑到耦合后两个混沌系统的误差系统是

时变的,因而利用线性时变连续大系统的稳定性理
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论[8 ] ,来确定当时间趋于无穷大,误差系统渐近稳定

时,耦合函数的参数选择范围,从而得到两个统一混

沌系统同步的充分条件. 然而通过仿真发现,对于线

性时变系统,使用Rou th2 H u rw itz稳定性判别方法

会出现混沌同步失去的现象. 文献 [ 9, 10 ]也提到这

种情况,但没有给出解决方法. 对此,本文给出详细

的解决方案,并将这种方法应用于统一混沌系统中,

且不断地改变参数 Α的值,均取得了满意的结果,从

而证实了该方法的有效性与可行性.

2　统一混沌系统的非线性耦合同步
　　考虑两个初始值不同、结构相同的混沌系统 xα

= f (x ) 和 yα= f (y ) ,分别为驱动系统和响应系统.

设 g 是非线性耦合向量函数,则耦合后的响应系统

为

yα= f (y ) + (g (x ) - g (y ) ) , (1)

g (x ) 可以看作是从驱动系统到响应系统的传输信

号.

2. 1　非线性耦合统一混沌系统

统一混沌系统的数学模型[6 ] 为

xα= (25Α+ 10) (y - x ) ,

yα= (28 - 35Α) - x z + (29Α- 1) y ,

zα= x y -
8 + Α

3
z ,

(2)

其中Α∈ [ 0 , 1 ] , 这代表一族混沌系统. 当Α∈ [ 0 ,

0. 8 ] 时, 该系统属于广义Lo renz系统; 当 Α= 0. 8

时,该系统属于广义Lü系统;当 Α∈ (0. 8, 1 ]时,该

系统属于广义Chen系统. 该系统具备一系列良好的

性质, 为研究混沌控制与同步提供了一个新的模型

和思路.

　　设统一混沌系统的非线性耦合函数为

g

x

y

z

=

(25Α+ 10) y - ax - z 2

(27 - 35Α) x - x z + 29Αy

x (y + b) - cz

, (3)

其中: a , b, c为耦合函数的参数.

考虑非线性耦合后两个统一混沌系统为

xα1 = (25Α+ 10) (x 2 - x 1) ,

xα2 = (28 - 35Α) x 1 - x 1x 3 + (29Α- 1) x 2,

xα3 = x 1x 2 -
8 + Α

3
x 3,

yα1 = (25Α+ 10) (y 2 - y 1) + g 1,

yα2 = (28 - 35Α) y 1 - y 1y 3 + (29Α- 1) y 2 + g 2,

yα3 = y 1y 2 -
8 + Α

3
y 3 + g 3.

(4)

其中: x i, y i ( i = 1, 2, 3) 为系统的状态变量; g 1, g 2, g 3

为对应项的耦合函数,分别为

g 1 = (25Α+ 10) (x 2 - y 2) -

　　 Α(x 1 - y 1) - (x 2
3 - y 2

3) ,

g 2 = 29Α(x 2 - y 2) + (27 -

　　 35Α) (x 1 - y 1) - x 1x 3 + y 1y 3,

g 3 = b (x 1 - y 1) - c (x 3 - y 3) -

　　 y 1y 2 + x 1x 2.

　　定义误差信号为

e1 ( t) = x 1 ( t) - y 1 ( t) ,

e2 ( t) = x 2 ( t) - y 2 ( t) ,

e3 ( t) = x 3 ( t) - y 3 ( t) ,

(5)

则误差系统为

eα1 = (a - 25Α- 10) e1 + (x 3 + y 3) e3,

eα2 = e1 - e2,

eα3 = - be1 + c -
8 + Α

3
e3.

(6)

误差系统 (5) 的系数矩阵为

J =

a - (25Α+ 10) 0 x 3 + y 3

1 - 1 0

- b 0 c -
Α+ 8

3

. (7)

可见,系数矩阵 (7) 是时变的.

　　显然, 只需让耦合函数的参数满足一定的条

件,使其误差系统 (5) 在时间趋于无穷大时渐近稳

定,就能实现初始条件不同但结构相同的两个统一

混沌系统非线性耦合同步.

由于误差系统是线性的, 而且其系数矩阵是时

变的, 所以考虑使用线性时变连续系统的稳定性理

论,来确定使误差系统 (5) 渐近稳定时,耦合参数必

须满足的条件.

2. 2　线性时变连续系统的稳定性理论[9 ]

　　考虑三阶线性时变系统

xα1 = a11 ( t) x 1 + a12 ( t) x 2 + a13 ( t) x 3,

xα2 = a21 ( t) x 1 + a22 ( t) x 2 + a23 ( t) x 3,

xα3 = a31 ( t) x 1 + a32 ( t) x 2 + a33 ( t) x 3.

(8)

假设其系数 a ij ( t) 都连续有界,且设 a ii ( t) ≤- a <

0 ( i = 1, 2, 3) , Π t≥ t0. 将系数矩阵A ( t) 进行 2× 2

分块,即

A ( t) =

a11 ( t) a12 ( t) a13 ( t)

a21 ( t) a22 ( t) a23 ( t)

a31 ( t) a32 ( t) a33 ( t)

=

A 11 ( t) A 12 ( t)

A 21 ( t) A 22 ( t)
, (9)

令

　　　 b11 = sup
t0≤t< + ∞

{a11 ( t) + ûa21 ( t) û ,
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　　　　　　a22 ( t) + ûa12 ( t) û},

　　 　b12 = sup
t0≤t< + ∞

{ûa13 ( t) û , ûa 23 ( t) û},

　　 　b21 = sup
t0≤t< + ∞

{ûa31 ( t) û , ûa 32 ( t) û},

　　 　b22 = sup
t0≤t< + ∞

{a33 ( t) },

　　　 B =
b11 b12

b21 b22

, (10)

考虑辅助方程

Vα3
1 = b11V

3
1 + b12V

3
2 ,

Vα3
2 = b21V

3
1 + b22V

3
2 . (11)

　　定理 1　如果变系数线性系统 (8) 连续有界,

a ii ( t) < 0 ( i = 1, 2, 3) ,而且其辅助方程 (11) 的系数

满足:

1) b11 ≤- Β < 0, b22 ≤- Β < 0, Β是正常数;

2) 所有的特征根都有负实部,

则系统 (7) 的零解渐近稳定.

2. 3　实例分析与仿真

下面分别用线性时变系统的稳定性判据和

Rou th2H u rw itz稳定性理论, 来分析两个混沌系统

的耦合同步及耦合函数的参数选择范围; 再对仿真

结果进行比较,进一步说明本文理论分析的正确性.

首先, 运用线性时变系统的稳定性理论分析误

差系统 (5) 稳定时,耦合函数的参数选择范围,从而

给出两个相同的统一混沌系统完全同步时的充分条

件.

为便于分析,将变量作一个变换

Ευ1 = e1, Ευ2 = e3, Ευ3 = e2,

则误差系统 (5) 变为

Ευ
õ

1 = (a - 10 - 25Α) Ευ1 + (x 3 + y 3) Ευ2,

Ευ
õ

2 = - bΕυ1 + (c - (Α+ 8) ö3) Ευ2,

Ευ
õ

3 = Ευ1 - Ευ3.

(12)

误差系统 (5) 和式 (11) 的稳定性是等价的. 于是有

b11 = sup
0≤t< + ∞

{a - 10 - 25Α+ ûbû ,

　　 c - (Α+ 8) ö3 + ûx 3 + y 3û},

b12 = 0, b21 = 1, b22 = - 1.

构造辅助方程

Vα3
1 = b11V

3
1 ,Vα3

2 = V 3
1 - V 3

2 ,

求出辅助方程的特征根为 Κ1 = - 1, Κ2 = b11.

　　根据以上线性时变系统的稳定性理论,只要系

统时变系数矩阵的对角系数小于零, 且满足定理 1

的两个条件,则误差系统 (5) 一定稳定.

因而, 推出两个统一混沌系统非线性耦合同步

的充分条件为

　　　　　a + ûbû < 10 + 25Α,

　　　　　c < (8 + Α) ö3 - 2m , (13)

其中m = m ax{x 3, y 3}.

下面对 Α= 0, Α= 0. 8和Α= 1时,统一混沌分

别代表的L o renz系统,Lü系统和Chen 系统进行分

析与数值仿真. 设两个混沌系统的初始值分别为 (2,

0. 01, 0. 1) 和 (0. 01, 0. 1, 0. 2). L o renz系统,选择耦

合函数的参数为a = 5, b = 2, c = - 25; Lü系统,选

择参数为 a = 25, b = 2, c = - 10; Chen 系统,参数

为 a = 5, b = 2, c = - 10.

　　定义全局误差为

Ε= (x 2 - x 1) 2 + (y 2 - y 1) 2 + (z 2 - z 1) 2 ,

(14)

仿真结果如图 1 所示 (其中: Ε1, Ε2, Ε3 分别表示

L o renz,Lü, Chen 系统). 由图可见,驱动 2响应统一
系统的混沌吸引子,尽管它们的初始值不同,误差却

很快趋于零,两个混沌系统达到全局渐近同步.

图 1　统一混沌系统同步的全局误差

再用 Rou th2H u rw itz稳定判据来确定参数值,

只要特征值到处都有负实部, 误差系统就应该渐近

稳定. 通过计算系数矩阵 (7) ,其特征值为

Κ1 = - 1,

Κ2, 3 = -
1
2 (a + c - 25Α-

Α+ 38
3 ) ±

　　　 ( 1
4 (a + c -

76Α+ 38
3 )

2
-

　　　 ( (a - 25Α+ 10) (c -
Α+ 8

3
+

　　　b (x 3 + y 3) ) ) )
1
2. (15)

在统一混沌系统中,总是 x 3 > 0, y 3 > 0. 因此,可以

选择到合适的耦合函数参数满足式 (15) , 使得系数

矩阵的特征值具有负实部.

当Α= 0为L o renz系统,选择参数为 a = 9. 95,

b = 2, c = 2. 616 7;当Α= 0. 8为Lü系统,选择参数

a = 35. 95, b = 2, c = 2. 95;当Α= 1为Chen系统,

选择参数a = 34. 95, b = 2, c = 2. 95. 仿真结果如图

2所示. 可以看出,驱动 2响应系统的混沌吸引子,随

着时间的变化,两个混沌系统失去了同步,且随着时

间延长,其误差越来越大.
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(a)　Lo renz系统

(b)　Lü系统

(c)　Chen 系统

图 2　混沌系统同步失去时的全局误差

3　结　　语
　　本文讨论了非线性耦合的两个统一混沌系统同

步时的参数选择问题. 利用线性时变系统的稳定性

理论分析其耦合混沌系统的误差系统稳定性,给出

了耦合函数参数的选择范围,从而实现了两个耦合

混沌系统的全局渐近同步. 但是,运用线性定常系统

的Rou th2H u rw itz稳定判据来确定两个混沌系统的

误差系统稳定性时,即使其系数矩阵的瞬间特征值

具有负实部,并不能确保两个相同的混沌系统具有

高质量的完全同步. 该分析方法可适用于其他混沌

系统的同步和控制,如Roβssler, Chua 等, 从而说明

了该分析方法的有效性与普适性.
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