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摘　要: 针对含有输入未建模动态的一类M IM O 系统,在高频增益矩阵的顺序主子式的符号已知的前提下,给出了

多变量自适应反推控制器的设计 1严格地证明了对一类未建模动态,闭环适应系统的所有信号都是全局一致有界

的,且输出渐近收敛于零 1
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Abstract: Fo r a class of M IM O system s w ith inpu t unmodeled dynam ics, under the assump tion that the signs of the

leading p rincipal m ino rs of the h igh2frequency gain m atrix are know n, a design of m ult ivariab le adap tive

back stepp ing con tro ller is given. It is p roved rigo rously that fo r a k ind of unmodeled dynam ics, a ll the signals in the

clo sed2loop adap tive system are globally un ifo rm ly bounded, and the ou tpu t converges to zero asymp to tically.
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1　引　　言
　　近年来, S ISO 系统的反推设计技术因其系统化

的设计思想及闭环系统具有很好的瞬时性能而倍受

人们的关注[1 ]1 文献 [ 2 ] 首先将这种技术推广到

M IM O 系统,但为了估计系统的高频增益矩阵B m 的

逆,需要对B m 附加一很强的条件,即存在已知矩阵

S m 使得B m S m = (B m S m ) T > 0. 文献[ 3 ]通过引入B m

= S 1D 1U 1 分解,在B m 的顺序主子式的符号已知这

一较弱的条件下,考虑了M RA C 问题 1文献[ 4 ] 利

用矩阵分解和反推设计思想, 考虑了自适应反推控

制问题 1然而这一研究仅限于理想系统, 且没有给

出性能分析 1
本文将文献[ 4 ] 的工作进一步推广到含有未建

模动态的M IM O 系统 1主要工作在于: 1) 给出了基

于B m = S 1D 1U 1分解的没有任何修正的鲁棒多变量

自适应反推控制器的设计,构造了多变量误差系统;

2) 严格地证明了对一类未建模动态,闭环适应系统

的所有信号都是全局一致有界的, 且系统输出渐近

收敛于零 1

2　问题的提出
　　考虑M IM O 系统

y ( t) = G (s) ( I r + Λ∃m (s) ) u ( t) , (1)

其中: u ( t) , y ( t) ∈ R r 分别是系统的输入和输出;

G (s) ∈ R r×r, ∃m (s) ∈ R r×r 为未建模动态; Λ ≥
01G (s) 可表示为

G (s) = D - 1 (s)N (s) = C g (sI - A g ) - 1B g ,



其中

D (s) = sv I r + A v- 1sv- 1 + ⋯ + A 1s + A 0,

N (s) = B m sm + ⋯ + B 1s + B 0,

A g =

- A v- 1 I r ⋯ 0

� � ω �
- A 1 0 ⋯ I r

- A 0 0 ⋯ 0

,

B g =

0

�
0

B p

,B p =

B m

�
B 1

B 0

,

C g = [ I r　0　⋯　0　0 ];

v 为 G (s) 的可观测性指数, I r 为 r 阶单位阵; A i ∈

R r×r ( i = 0,⋯, v - 1) ,B j∈R r×r ( j = 0,⋯,m ) 是未

知参数,B g ∈R rv×r, C g ∈R r×rv 1
对系统 (1) 作如下假设:

A 1: G (s) 是满秩的,且G (s) 的可观测性指数 v

已知;

A 2: N (s) 的阶次 m 已知, Θ = v - m , 且

det (N (s) ) 的所有零点稳定;

A 3:高频增益矩阵B m 是非奇异的, 且B m 的顺

序主子式非零且符号已知;

A 4: ∃m (s) 为严格正则的、稳定的对角阵 1
类似于文献[ 4 ] 中式 (6) 的推导知, (1) 可由下

面状态空间形式实现:

xα= A x + A p x 1 + Γ u ,

y = ( I r + Λ∃m (s) ) x 1,
(2)

其中: x i ∈R r, i = 1,⋯, v ,

x =

x 1

�
x v

,A =

0 I r ⋯ 0

� � ω �
0 0 ⋯ I r

0 0 ⋯ 0

,

A p =

- A v- 1

�
- A 1

- A 0

, Γ =
0

B p

. (3)

　　 控制目标: 设计自适应反推控制 u ( t) , 使得闭

环系统的所有信号都有界,且输出 y ( t) 收敛于零 1

3　状态观测器的设计
　　选取K = [k 1 I r,⋯, k v I r ]T∈R rv×r,其中 k 1,⋯,

k v > 0为设计参数,使得A c > A - K C g 稳定 1定义
克罗内克积 á 为

E i = ei á I r,

其中: ei为R v空间的第 i个坐标向量, i = 1,⋯, v 1选
取滤波器

Ν
õ

v = A cΝv + K y ,

Ν
õ

i = A cΝi + E v- iy , i = 0, 1,⋯, v - 1,

v j = A cv j + E v - ju , j = 0, 1,⋯,m . (4)

由式 (4) ,定义 (2) 的状态观测器为

xδ = Νv - ∑
v- 1

i= 0
+ iΝi + ∑

m

j= 0
. j v j , (5)

其中: + i = diag{A i,⋯,A i}, . j = diag{B j ,⋯,B j }∈

R rv×rv 1这一观测器具有如下性质:

引理 1　对于由 (4) 和 (5) 构成的状态观测器,

其状态观测误差 Ε= x - xδ且满足
Εα= A cΕ- (A p + K ) Λ∃m (s) x 1. (6)

　　证明　类似于文献[ 4 ] 的 (16) 易证

+ iA c = A c+ i, . jA c = A c. j ,

A p y = - ∑
v- 1

i= 0

+ iE v- iy ,

Γ u = ∑
m

j = 0
. jE v- ju ,

i = 0,⋯, v - 1, j = 0,⋯,m .

结合式 (2) , (4) , (5) 易证 1□

4　反推自适应控制器的设计
　　定义微分算子 s为 sx > xα. 记Ε= [ΕT

1 ,⋯, ΕT
v ]T ,

Εi∈R r, Νi = [ΝT
i, 1,⋯, ΝT

i, v ]T , Νi, k∈R r, v j = [v T
j , 1,⋯,

v T
j , v ]T , v j , k ∈R r, k = 1,⋯, v. 对 (2) 第 2式两边作用

s,并将 (2) , (5) 和 x 2 = Ε2 + x
δ

2 代入得

　　yα= Νv , 2 + B m vm , 2 + ( Ξθ + Ε2 +

　　　　 (A v - 1 + sI r) Λ∃m (s) x 1. (7)

其中: Ν(2) = [ΝT
v- 1, 2,⋯, ΝT

0, 2 ]T , v (2) = [v T
m , 2,⋯,

v T
0, 2 ]T , ( a = [ - A v- 1,⋯, - A 0 ], ( b = [B m ,⋯,B 0 ],

Ξθ = [ΝT
(2) + (E 1y ) T , [ 0T

1, r, v T
m - 1, 2,⋯, v T

0, 2 ] ]T , ( =

[ ( a , ( b ]. 下面对 (4) 和 (7) 给出自适应反推控制器

的设计 1
第 1步　定义 z 1 = y , z 2 = vm , 2 - Α1,其中Α1待

定 1由 (7) 和文献[ 4 ] 的引理 1得

zα1 = S 1D 1z 2 + S 1D 1 [Α1 + (U 1 - I ) vm , 2 ] +

Νv , 2 + ( Ξθ + Ε2 + (A v- 1 + sI r) Λ∃m (s) x 1.

由文献[ 4 ] 的引理 1知

0 U 1, 2 ⋯ U 1, r

0 0 ⋯ U 2, r

� � � �
0 0 0 U r- 1, r

0 0 ⋯ 0

为严格上三角阵,则

(U 1 - I ) vm , 2 = ∑
r

k= 2
• k Κk ,

其中
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• k = vm , 2k

I k- 1

0r- k+ 1, k - 1

∈R r× (k- 1) ,

Κk >
U 1, k

�
U k- 1, k

∈R k- 1,

vm , 2k
表示 vm , 2 的第 k 个分量,因此

zα1 = S 1D 1 Α1 + ∑
r

k= 2
• k Κk + Νv , 2 + S 1D 1z 2 +

( Ξθ + Ε2 + (A v- 1 + sI r) Λ∃m (s) x 1.

由文献 [ 4 ] 的引理 1 知 S 1D 1 非奇异 1 定义 P =

D - 1
1 S - 1

1 和新的参数矩阵 Η= P ( 和 <= c1z 1 + d 1z 1

+ Νv , 2,其中 c1, d 1 > 0是设计参数 1记 P
δ, Κδk , Ηδ分别

为 P , Κk 和 Η的估计,选取

Α1 = - Pδ< - ∑
r

k= 2

• kΚδk - ΗδΞθ,

则

S - 1
1 zα1 = - S - 1

1 c1z 1 - S - 1
1 d 1z 1 + D 1z 2 +

D 1P
�< + D 1∑

r

k= 2
• k Κυk + D 1ΗυΞθ +

S - 1
1 Ε2 + S - 1

1 (A v- 1 + sI r) Λ∃m (s) x 1,

(8)

其中: Ηυ= Η- Ηδ, P� = P - Pδ, Κυk = Κk - Κδk 1由A c稳

定, S - 1
1 为正定阵, 故存在正定阵 P 1 ∈ R rv×rv 使得

P 1A c + A T
c P 1 = - diag{S - 1

1 ,⋯, S - 1
1 }. 选取

V 1 =
1
2

T r (S - 1
1 z 1z T

1 ) +
1
2

T r (ΗυΗυT ) +

1
2

T r (P
�P�T ) +

1
d 1

ΕTP 1Ε+

1
2∑

r

k= 2
T r (Κυk ΚυT

k ).

选取 Ηδ, P
δ, Κδk 的自适应律为

Ηδ
õ

= D 1z 1ΞθT , Pδ
õ

= D 1z 1<T ,

Κδ
õ

k = • T
kD 1z 1, k = 2,⋯, r. (9)

则由 (6) , (8) , (9) ,D 1 为对角阵,利用

-
1

2d 1
T r (S - 1

1 Ε2ΕT
2 ) + T r (S - 1

1 Ε2z T
1 ) ≤

d 1

2
T r (S - 1

1 z 1z T
1 )

得

Vα
1 ≤- c1T r (S - 1

1 z 1z T
1 ) -

d 1

2
T r (S - 1

1 z 1z T
1 ) +

T r (D 1z 2z T
1 ) -

1
d 1

8 1 (Ε) -
2
d 1

ΕTP 1 (A p +

K ) Λ∃m (s) x 1 + T r[ (S - 1
1 (A v- 1 +

sI r) Λ∃m (s) x 1) z T
1 ],

其中

8 1 (Ε) = T r (S - 1
1 Ε1ΕT

1 +
1
2

S - 1
1 Ε2ΕT

2 +

⋯ + S - 1
1 Εv ΕT

v ).

　　第 i步　对 i = 2,⋯, Θ- 1,引入信号 z i = vm , i

- Αi- 1. 类似于文献[ 4 ]的式 (42) 和第 1步的推导有

　zαi = vm , i+ 1 + Βi -
5Αi- 1

5y
( Ξ -

5Αi- 1

5y
Ε2 -

∆i -
5Αi- 1

5y
(A v- 1 + sI r) Λ∃m (s) x 1, (10)

其中

∆i = T r (δ
õ 5Αi- 1, 1

5(
^ ,⋯, T r (δ

õ 5Αi- 1, r

5(
^

T

,

Βi 表示除 vm , i+ 1 外的所有已知项 1考虑

V i = V i- 1 +
1
2

T r (z iz
T
i ) +

1
d i

ΕT P 0Ε,

其中 d i > 0是设计参数 1选取

ΣT
i = ΣT

i- 1 - # Ξz T
i

5Αi- 1

5y
,

Αi = - ciz i - d i
5Αi- 1

5y
5ΑT

i- 1

5y
z i - z i- 1 -

　　Βi +
5Αi- 1

5y
(δΞ + ∆δi - ∑

i- 1

k= 2
Ρk , i- 1,

其中

∆δi = T r Σi
5Αi- 1, 1

5(
^ ,⋯, T r Σi

5Αi- 1, r

5(
^

T

,

ci > 0是设计参数 1类似于第 1步有

Vα
1 ≤- c1T r (S - 1

1 z 1z T
1 ) - ∑

i

j = 2
T r (cjz j z

T
j ) +

T r (z i+ 1z T
i ) + T r[ (�# - 1 (ΣT

i - (δ
õ

T ) ] +

∑
i

j= 2
T r (∆ζjz

T
j ) - ∑

i

j= 3
∑
j - 1

k= 2
T r (Ρk , j - 1z T

j ) -

1
d 1

8 1 (Ε) - ∑
i

j= 2

1
d j

8 (Ε) -

2
d 1

ΕT P 1 (A p + K ) Λ∃m (s) x 1 -

∑
i

j= 2

2
d j

ΕT P 0 (A p + K ) Λ∃m (s) x 1 +

T r[ (S - 1
1 (A v- 1 + sI r) Λ∃m (s) x 1) z T

1 ] -

∑
i

j= 2
T r

5Αj - 1

5y
(A v- 1 + sI r) Λ∃m (s) ×

x 1) z T
j ] -

d 1

2
T r (S - 1

1 z 1z T
1 ) -

∑
i

j= 2

d j

2
T r

5Αj - 1

5y
5ΑT

j - 1

5y
z jz

T
j , (11)

其中 ∆ζj = ∆δj - ∆j ∈R r的第 i个元素为

T r (Σj - (δ
õ

)
5Αj - 1, i

5y
.

　　第Θ步　定义 z Θ= vm , Θ- ΑΘ- 1. 类似于 (10) 的
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推导有

zαΘ = u + ΒΘ -
5ΑΘ- 1

5y
( Ξ -

5ΑΘ- 1

5y
Ε2 -

∆Θ -
5ΑΘ- 1

5y
(A v - 1 + sI r) Λ∃m (s) x 1, (12)

其中

∆Θ = T r (δ
õ 5ΑΘ- 1, 1

5(
^ ,⋯, T r (δ

õ 5ΑΘ- 1, r

5(
^

T

,

ΒΘ表示除 u 之外的所有已知项 1选取类L yapunov

函数

V Θ = V Θ- 1 +
1
2

T r (z Θz
T
Θ) +

1
d Θ

ΕTP 0Ε. (13)

(δ的自适应律为

(δ
õ

T = ΣT
Θ = ΣT

Θ- 1 - # Ξz T
Θ

5ΑΘ- 1

5y
. (14)

控制律 u 为

u = - cΘz Θ - d Θ
5ΑΘ- 1

5y
5ΑT

Θ- 1

5y
z Θ -

z Θ- 1 - ΒΘ +
5ΑΘ- 1

5y
(δΞ + ∆δΘ -

∑
r

k= 2
u k

I k - 1

0r- k+ 1, k- 1

Κδk -

∑
Θ- 1

k= 2
Ρk , Θ- 1 - vm , Θ- 1, (15)

其中: cΘ, d Θ > 0为设计参数;

∆δΘ = T r ΣΘ
5ΑΘ- 1, 1

5(
^ ,⋯, T r ΣΘ

5ΑΘ- 1, r

5(
^

T

;

u k 表示 u 的第 k 个分量 1类似于第 i步有

Vα
Θ≤

- c1T r (S - 1
1 z 1z T

1 ) - ∑
Θ

j = 2

T r (cjz j z
T
j ) -

1
d 1

8 1 (Ε) - ∑
Θ

j= 2

1
d j

8 (Ε) -

d 1

2
T r (S - 1

1 z 1z T
1 ) -

∑
Θ

j= 2

d j

2
T r

5Αj - 1

5y
5ΑT

j - 1

5y
z jz

T
j -

2
d 1

ΕT P 1 (A p + K ) Λ∃m (s) x 1 -

∑
Θ

j= 2

2
d j

ΕT P 0 (A p + K ) Λ∃m (s) x 1 +

T r[ (S - 1
1 (A v- 1 + sI r) Λ∃m (s) x 1) z T

1 ] -

∑
Θ

j= 2

T r
5Αj - 1

5y
(A v- 1 + sI r) Λ∃m (s) x 1 z T

j .

(16)

5　主要结果
　　引入相似变换

x 1

�
x Θ

Φ

=
I Θr 0

T
x , (17)

其中: Φ= T x , E′1 = e1 ª I r, e1为Rm 空间的第 1个坐

标向量,

I Θr = diag{I r,⋯, I r}∈R Θr×Θr,

T = [A Θ
bE
′
1,⋯,A bE

′
1, Im r ] ∈Rm r×v r,

A b =

- B m - 1B
- 1
m I r ⋯ 0

� � ω �
- B 1B

- 1
m 0 ⋯ I r

- B 0B
- 1
m 0 ⋯ 0

.

由 (3) ,类似于文献[ 1 ] 的式 (101132) 易证

T Γ = 0, TA = A bT + TA Θ 0

B pB
- 1
m

E T
1.

由 (2) 和 (17) 知 Φα= A bΦ+ B bx 1,其中

B b = T A Θ 0

B pB
- 1
m

+ A p .

引入 Φr 满足 Φαr = A bΦr,定义 Φυ= Φ- Φr,则

Φυ
õ

= A bΦυ+ B bx 1. (18)

定义 Γα= A cΓ+ E vy ,由 (4) 易得Νi = A i
cΓ. 引入 Γr满

足 Γαr = A cΓr,定义 Γυ= Γ - Γr,则

Γυ
õ

= A cΓυ+ E vz 1. (19)

由假设A 4知 ∃m (s) x 1 的状态空间实现为

hα= A 1h + B hx 1,

∃m (s) x 1 = ( I r, 0,⋯, 0) h ,
(20)

且A 1 为稳定矩阵 1定义状态向量
ς = [z T , ΕT , ΓυT , ΦυT , hT ]T.

　　定理 1　考虑由多变量系统 (1) ,滤波器 (4) ,状

态观测器 (5) , 自适应律 (9) , (14) 和控制律 (15) 组

成的自适应控制系统 1若假设条件A 1～ A 4成立,

则一定存在正常数 Λ3 ,使得对于任意 Λ∈ [ 0, Λ3 ) ,

1) 闭环系统的所有信号都一致有界;

2) 系统输出满足lim
t→∞
‖y ( t)‖ = 01

证明　由假设A 2及 (18) 知A b是稳定的 1因
A 1也是稳定的,故存在 P b,Q 1 > 0分别满足 P bA b +

A T
b P b = - I ,Q 1A 1 + A T

1Q 1 = - I. 引入L yapunov函

数

V = V Θ +
1
k Γ

ΓυTP 0Γυ+
1
k Φ

ΦυT P bΦυ+ qhTQ 1h.

由 (8) , (16) , (18)～ (20,利用文献[ 5 ] 中处理未建

模动态项的方法,经过推导易得Vα≤ (- Α+ l7Λ2 +

l8Λ4)‖ς‖2,其中Α, l1和 l2是某些可计算的常数1取

Λ3
1 = - l1 + l2

1 + 4l2Α
2l2

1ö2

,显然对于Π Λ∈ [ 0,
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Λ3
1 ) , z 1,⋯, z Θ, Ηυ, P

�, Ε, (�, Κυk , Γυ, Φυ, h∈L ∞1采用文[ 5 ]

中定理 1的方法即可证得定理 11□

6　结　　语
　　针对含有输入未建模动态的一类M IM O 系统,

在高频增益矩阵的顺序主子式的符号已知的前提

下,给出了多变量自适应反推控制器的设计和分析.

但仍有一些问题值得深入研究,比如如何找出更多

的矩阵分解形式,比较各种分解对参数化系统模型

和设计控制器的优缺点; 如何在更弱的条件下设计

和分析多变量自适应反推控制器等 1
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